1 Y =x - 6x +8;

Determinare asse, vertice fuoco e direttrice della parabola

In questo caso éa =1, b= —6,c — 8. In base alle formule reia-
tive alla parabola del tipo y = ax? + bx + ¢, si puo affermare che
l'asse & la retta ¢i equazione x — 3, il vertice & i punto (3, —1 ),

il fucco & il punto F(G, ;%) e la direttrice & la retta y - _.%

2 Determinare, se esistono, Je coordﬁnare dei punti di intersezione della parabola di equazione: y= x?-- - Ex — 3

con 1a retta di equazione: x — 2y — 7 — . 2 2

Le coordinate dei punti di intersezione, se esistona, sono Je soluzioni del sisterna:

., 5 3
{y—x2 X5
Nx—2y—-7=0.

Sostituendo nella seconda equazione il valore della

_ fornito dalla pri i otti ! i
che ha per soluzioni x = 1 ed x — 2. Y Fiime, 8l ofiene lequazione «° 3k + 2~ %

} punti di intersezione sono quindi A(1,-3} e B (2, — g)

3

Sia data la parabola di equazione: y = x2 — 2x. ' . _ (1)

Determinare: : )

a) fe coordinate del vertice, def fuoco e i'equazione della direttrice;

b) dépo aver \}eﬁﬁcaro che fl punto A ( -2, — g—) .appartiene aila direttrice, determinare le equazioni deile rette
tangenti afla (1) per A;

¢) verificare infine che tali rette sono perpendicolari

Soluziore. | :

a) Le coordinate del vertice e del fuoco si ottengono ricordando che:

V(-—%{—%) =(1,-1): F(—%,.l;a—&)f (L—-—i—),

. K : 1 5
mentre ia direttrice ha equazione: y = — —% -

b) Le coordinate del punto A soddisfano l'equazione della direttrice; pertanto A & un suo punto. Essendo A
punto esterno alla parabola, per esso esistono due retie tangenti ad essa. Per determiname le eguazioni
scriviamo la retta generica appartenente al fascio proprio di rette di centro A: :

y+_§.=m{x+2), 0s8ia; y=mx+2m—i, 2)

' ‘sisterna costituito dalle equazioni (1) e (2):

BT SR 5 =4 - 4R2+mx+5-8m=0.
y,=mx+2m—I . -

_edeterminiamo m in modo che la retta (2) tagli la parabola (1) in due punti coincidenti. A tal fine risolviama il




- Dovendo quest'ultima equazione avere radici coincidenti, deve essere: '
(5— 8m) =0, ciod: m*+ 12m — 1=, che ammette le soluzioni: m = 6 + /37,
di m trovati nella (2), si determinano le equazioni deile retie tangenti cercate, ossia:

.5
y+;: (—6+V37)(x +2), ytg=

c) Le rette (3) sono perpendicolari; infatti i loro coefficienti angolari:
m=—-6++37 ed m = -6 — /37,

soddisfano la relazmne di perpendicolarita: mm’ = —1, come & facile verificare.
Questo fatto si pud osservare direttamente dall'equazione m? + 12m — 1 = 0, nella quale &:

(=6 — V37)(x +2).

m m—c—1
1My =—=1

4 é&nvere re equaz:one deﬂa paraboa‘a avente per fuoco F i punto di coordinate (0, 2) e direttrice d fa retta df equa-
2Zione y =i

L’equaﬂone delfa parabola si ottiene irnponando che it punto generico P(x,y) abbia uguale distanza sia da F
_che dalla retta d.

Traducendo algebricamante tale uguaglianza si ha: VX2 —22 =y +2|
Elevando al quadrato ed eliminando i termini opposti si ottiene 'equazione:

-{1.} . o _ x2 ched quella della parabola cercata.
Oppure, se F (0 2ed)y=-2le formule relative alla parabola y = ax® + bx + ¢, forniscono il sistema:
o__b b—0
a - b=0
1 B dac -
2= > 5-tec=2 ={C= 0
4a 4g 1
R . 1 8= ..é,.’
p__ 1 PP-dac —w—tC= =2
- 4& 4a 4a

e stritrova la (1). _
5 Trovare I equazione de!!a paraboﬁa con asse dl' sfmmerrfa para!!e!o all'asse y, passante per il punto A(1,3) e
- avente vertice V(2,4). o ' .

L'equazione della parabola richiasta & del tipo y = ax? + bx +c.
Le condizioni assegnate si traducono nel sistema;”

3=a+bite, perché la parabola passi per il punto A,
A4=dat2b+c,  perché la parabola passi per il punto V,
h .
2=~ oa ' perché l'ascissa del vertice risulti uguale a 2.

Risolvendo il sistema, si ha a = —1, b = 4, ¢ = 0.
L'equazione della parabola richiesta & y = —x2 + 4x.
Le condizioni date possono essere tradotte anche nél sistema:

3=a+b+c - perché la parabola passi per il punto A,

) . . ‘ b A o
percht:e:_l_e cqordlnata del vertice V sono (_E’ - E)-’ e

— dac
da

' é}-'i "bunﬁ AQ1,8),

una parabola, con asse di simmetria paralleio aIE asse delle 3 “della forma y &x2 +bx +c.
Dovremo de'rerminare i valori di &, b e ¢ in modo che la parabola corrlspondente passn per | punti dat.



Si ha quindi il sistema: _ .
' 6=—a+b+tc, perché la parabola passi per il punto A,
~6 =4a —2b +c, perché la parabola passi per il punto B,
4=9a+3b+c, perché ia parabola passi per il punto C,

che ha per soluzioni a = 1, b = 3, ¢ = 4. La parabola richiesta ha equazicne y = —x* + 3x | 4.

7 Determinare a, b, ¢, in mcdo che Ja parabola y = ax® + bx + ¢ passi per { punti..
' A0, 1), B(1,0), C(2,5).
Trovare poi il vertice, il fuoco, I'asse, la direttrice e le intersezioni con gii assi coordinati,
Perché la parabola passi per | punti A, B, C, deve risultare il sistema: '

—1 =c . a 2
{t}=a+b+c che, risolto, da: {b:—1
e percid I'equazione della parabola &: y = 2x* —x — 1.
Le coordinate del vertice sono: (%, - %) ; il fuoco ha per coordinate: (-«}, —1) I'asse di simmetria & la refta di

aquazione x = % ¢ |a direttrice & la retta di equazione y = — %

inoltre la parabola interseca I'asse x nei punti di coordinate (1,0), & (— —;—,O) e I'asse ¥ nel punto di coordinate
(3,-1). o

8 Veriticare che il punto A(2, 0) sta sulla parabola di equazione: y = 3x° —12.
Trovare pol 'equazione della tangente alla parabola, condotta per il punto A.

Una retta quﬁlsi, uscente dal punto A(2, 0), ha, come sappiamo, per equazione !

(1y .  y=mx-2),

& perché questa retta risulti tangente alla parabola sonsiderata, bisogna determinare m in modo che il sistema:
y= 3x2 -12 abbia due soluzioni coincidenti.
Y= m(x - 2))

Sostituendo, nella prima equazione, al posto della y il suo valore dato dalla seconda equazione, si ottiene:
mx—2m =32 —12, ossia: 8x2—mx+2m— 12 —0.

Qra, perché questa equazione abbia due radici coincidenti, deve essere nulle il suo discriminante, cioé deve
risultare: :

A=m?— 12(2m—12) = 0, ossia: m? —24m-+144 =0, od anche: (m —12)°=0, clo& m = 12.

Sostituendo questo valore al posto di m nella (1), otteniamo I’ equazmne della tangente aila parabola, condotta
per il punto A. Essa é:

L y=12x -2
Oppure, pil semplicemente, applicando la legge dello sdoppiamsnfo, si ha immediatamente:
Y0 axo_12-Y _ex— 125y 12¢—24.

2 Y 72



9 Trovare le equazioni delle rette tangenti alla parabola:

¥ = x% 43¢ + 5, condotte dal punto 4(“%%)-

. o B
Una retta qualsiasi, uscente dal punto A (— - 2) ha, come & noto, per equazione:

W (e )l

e percheé questa retta risulti tangente alla parabola considerata, bisogna determinare m in modo che il sistema:

y=x"+3+5
i\ 3  abbia due soluzioni coincidenti.
y=m (x + —~) +=,
2 2
- Sostituendo, nella prima equazione, al posto delia v il suo valore dato dalla seconda equazione, si ottiene:
(X+ 1) =x° +3x + 5 e, con facili caicoli, in deflmtwa si ha: x? + (3 - m)x——m—k—;——. |

Ora, perché questa equazmne abbia due radici coincidenti, deve essere nullo il suc discnmlnante, cioé deve
 risultare: -

A= (3—m)2-—4('—~;—m+%) =0,

+ ossia, sviluppando e semplificando: m? —4m —5 =0, le cui radici sono: my =5, mp = —1.

Sostituendo questi valori trovati al posto di m nella (1), otteniamo le equazioni delle due rette tangenti alla pa-
rabola, condotte per il p:mto A. -

Esse sono: - R :
yebx4d o oy=—x41.



10 Ssciivere Pequazione dlea.parabofa ad asse parallelo all'asse y passante per if purifo A(2,0) e tangente alla retta
Yy = —4x+7 nel punto B di ascissa 1. Si determini if punio comune Q alfa retta data e al’asse della parabola. -
L'equazione della parabola: S E S
(1) o y=a+bxie,

si determina risclvendo if sistema nelle incognite a, b, ¢ formato dalle equazioni che si ottengono imponendo alla

{1) di contenere i punti A e B, e dalia condizione chelarettay= —4x + 7 risulti tangente alla parabola (1). La sud-
detta condizione di tangenza impone che I seguente sistemna abbia radici coincidenti:

{J{:i’iﬁ_"’;’”,_. ciod: &+ (b+4X+c—7=0, dacui (b+4) —4ac-7) =0,
Concludendo, i coefficienti della (1) si trovano risolvendo il sistema:
- 4a+2b+c#li, : 'bassaggib”perA
(2) Ka+b+e=3, - Passaggio per B
(b+4)*~4a(c-7)=0, A=0
Eliminando ¢ dalla 1% e 2* equazione e sostituendo nella 32 il valore dia e di c si trovail sistema equivalente al (2):
3a+b=-3

' a=1
c=3-g-p il quale ammette la soluzione: { b=—-6
) c=8.

b? +12b + 36 = 0,
" Sostituendo i valori trovati nell'equiazione (1).si ricava: y = x* — 6x + 8,

Per determinare il punto @ basta risolvere il sistema costituito dall'equazione della retta data e dal’equazione
dell’asse della parabola. :

L'equazione dell’asse della parabola &: x = —% = 3; pertanto si ha il sistema:

{Y= T Q@ 5).
X =3



