La formula di Taylor

Dato il polinomio P (x)=ax’+bx+c calcoliamo le sue derivate successive

y'=2ax+b
y''=2a
y'r=y"=y"=..=0

Consideriamo due punti vicini A= (XO,P(XO)) e B= (x0+h,P(x0+h))
e studiamo la dipendenza di B da A.

In A il polinomio e le sue derivate (non nulle identicamente ) hanno 1 seguenti valori :
P(x,)=a xi+b x,+c
P'(x0)=2a x,+b (1)
P''(x,)=2a
In B sviluppiamo P (x,+h)
P(xy+h)=a xg+2a xoh+a B> +bx,+b h+c

(2)
:(a xé+bx0+c)+(23 x0+b)h+a W

per confronto dei coefficienti della (2) con la (1) possiamo riscrivere la (2) nella forma :

P"(x,)

2

P(xy+h)=P(x,)+P'(x,) h+ n

Se ripetiamo il medesimo procedimento per un generico polinomio di 3° ¢ 4° grado (')
troviamo rispettivamente

P”(xo) hz_i_P”'(xo)
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P(xy+h)=P(x,)+P"(x,) h+ i’ (3a) polinomio di terzo grado

P”(xo) h2+P”'(xo) h3+PIV(xo)

> G o h* (3b) polinomio di 4° grado

P(x0+h)=P(x0)+P '(xo)th

I numeri che compaiono a denominatore non sono altro che la successione dei fattoriali

1 Ricordiamo i prodotti notevoli
(a+b)=a’+3a’b+3ab’+b';(a+b)'=a*+4a’b+6a° b +4ab’+b*



0'=1 1!1=1 2!1=2 3!=6 4!1=24 5!=120 .....nl=n(n-1)! .......
In generale un polinomio di grado n ha al pit n derivate non nulle identicamente e le
formule (3) si generalizzano nella seguente :

2 ree v n
P (xo) +P (xo) h3+P (xo)h4+ ..... +P (xo) n(4)

P(x0+h)=P(xO)+P’(xo)h+ 2 G a py

La (4) ¢ conosciuta come sviluppo nel polinomio di Taylor in un intorno del punto X,

Nel caso di una funzione generica y=f(x) sidimostra che la (4) vale ancora ma non puo essere
esatta ; dopo il polinomio di Taylor cisara sempre un resto che diventera sempre piu piccolo
all'aumentare del grado n.

f(x0+h):f(xo)+f'(xo)h+f';(x0) h2+f,”6(x0) .. +L’j/0> h"+ Resto(x,, n)

=TAYLOR(f,xO,n) + Resto(x,,;n)

con lim, Resto(x,;n)=0

Per poter tracciare il grafico della funzione e del polinomio di Taylor approssimante nell'intorno
del punto X, sideve scrivere 4 nellaforma x—x,

TAYLOR( £, x, n)=f (xg)+ £ /(o) (x— )+ 2(’“0) (x—x, Pt 4L (;;)) (x—x,)
Esempi
Scrivere lo sviluppo di Taylor del polinomio  y=2x’+5x>—3x+6 nell'intorno

del punto  x,=1

Iniziamo con il calcolo delle derivate
y’=6x2+10X—3 y''=12x+10 y'''=12

Ora determiniamo il valore della funzione e delle sue tre derivate nel punto di ascissa 1
y(1)=10 y'(1)=13 y' =22 y'=12
Componiamo il polinomio di Taylor

22,0, 1205 10+13(x—1)+11(x—17+2(x—-1)

y(1+h):10+13h+ﬂ 3/



Scrivere il polinomio di 6° grado della funzione y =senx in x=0

Iniziamo con il calcolare le prime sei derivate e valutarle in x=0

derivata Valore della derivatain = x,=0
y'=cosx y'(0)=cos 0 =1

y"'= - senx y"(0)=-sen 0 =0

y'"'= - cosx y"'(0)= - cos 0=-1

y'V= sen x yY(0)= sen 0=0

y¥'= cos x y¥(0) = cos 0=1

yV= -senx y¥(0)= -sen 0=0
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_ h
senh—h—3—/+5—/+Rest0

Scrivere il polinomio di 6° grado della funzione y=cosx in x=0

Iniziamo con il calcolare le prime sei derivate e valutarle in x=0

derivata Valore della derivatain  x,=0
y'=-sen X y'(0)=sen0 =0

y"'=-cos x y"(0)=-cos 0 =1

y"'= sen X y"(0)= sen 0=0

yV= cos x yY(0)= cos 0=1

yY= -senx y¥(0) = - sen 0=0

yV= - cos x y¥(0)= -cos 0=-1

B h2 h4 h6
cosh=1 —Z+H—6—/+ Resto
Scrivere il polinomio di 6° grado della funzione y= ¢* inx=0

Dato che per tale funzione la derivata coincidono con la funzione stessa abbiamo
J’(xo):y ’<xo) =y’ ’(xo):---:yw(xo)zl
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La formula di Eulero

Eulero pose h=i@ nelle formula per e" e h=¢ nelle formule del seno e del coseno.

Svolse 1 calcoli

3 5

P P
sen@=q 3/+5/+Resto
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4
19 ¢ 9
cosp=1 2/+4/ 6/+Rest0

e trovo
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e'=1+ig YREY, +4/+5/ 6/+"" 1 2/+4! 6!+""

3 5
A I,

3/ 5!

+i

Q-

e'"=cosqp+isenq

Ponendo @=m , Eulero ottenne quella che ¢ considerata la piu bella formula di matematica

Laformula E=mc¢> di Einstein
Prendiamo in esame la funzione  y(x)=(1+x)" (1)
e le sue derivate prima e seconda
y'(x)=a(l+x)"" v (x)=ala=1)(1+x)""
Nel punto x=0 abbiamo  y(0)=1 y'(0)=a y'"(0)=ala—1)

per cui lo sviluppo in serie di Taylor, nell'intorno del punto zero sara :

(1+(0+h))“:1+och+;—oc(a—1)h2+RESTO Q)



Nel giugno del 1905, dopo aver pubblicato l'articolo che illustrava la teoria della relativita
ristretta , Einstein aveva ricavato la formula :

myc’ che esprime l'energia che possiede un corpo a velocita v

3) E= > ( ¢ indica la velocita della luce nel vuoto )
v
c
: 1 : : oV
La quantita T, Vvista come funzionedi —
v c
J '
\ . v 1
¢ deltipo(l) con  x=—= e  o=— —
c 2

Nel caso di velocita v molto piccole rispetto a quella della luce ¢ ha senso sviluppare
in serie , per cui la (2) diventa
2
=Lz
2 2 ¢’

2 \zL
vV |2
(1——2) =1+
C

2

+RESTO=

Inserendo la relazione trovata nella 3 e tracurando i termini dal 2° grado in avanti , Einstein
ottenne

E=mocz-|-;—m0v2 €))

. . 1 .
Interpretando il termine 5 Mo v’ come energia cinetica la (4) afferma che

ogni corpo possiede energia anche quando la velocita ¢ nulla

tale energia ¢ proporzionale alla massa ariposo 7, del corpo.



