FORMATIVA PER VERIFICA SU TEORIA 31 MARZO (MODULOS5)

1)Risolvere iseguenti limiti utilizzando De 1’Hopital
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lim = lim —%~% ¢ ancora forma indeterminata . Derivo ancora
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Tenendo conto che quando x->0 cos x tendeal e che senx/x vale1l (limite fondamentale)

lir+n (2x —Inx) = + 0 — o & forma indeterminata su cui non é applicabile De I'Hopital
X—+00

Dobbiamo trasformare il limite in una forma 0/0 o oo /oo .
2x 2x

e
lim 2xlne —Inx) = lim (Ine?** —Inx) = lim In— =In( lim —)
X—+co X—>+0o X—+0o X X—->+00 X

Ora il limite ¢ della forma oo /o e possiamo applicare De 1’Hopital

2x 2x

lir% tgx*Inx  Questo limite & forma indeterminata del tipo 0 * (-0 ). Come prima dobbiamo
xX—

trasformarlo in una forma in cui sia applicabile il teorema. Ci sono due possibilita :

y tgx 0 I Inx oo
xli%—L =3 oppure xl_r)r(l)—i ==
In x tgx

Partendo dalla prima avremo

1
. tgx . cos?x . 2 .. . .. .
lim =lim —==—=-lim——— (xIn®x) chee indeterminata 0 * o nel termine in parentesi
x-0 1 x>0 1 x—0 COS?x
Inx x Inx

poiché per x->0 il coseno tende a 1.

. 5 . - " . . In?x . Z%Inx . 2lnx
Il limx In“x sitrasforma nel limite alla De I’Hopital oo/c0 lim —— = lim 2*5— =lim —~ =
x—0 x—0 po x—0 2 x—0 -

Una derivazione non basta per togliere 1’indeterminazione. Dobbiamo derivare una seconda volta

2
lim=2 = lim—2x =0 . Quindi il limite iniziale vale 1*0 =0

x>0 — x—0
X



Partendo dalla seconda avremo

1
o Inx oo ] X _ 1 ) _ sen x
lim—— = — ; lim = lim ——cos“x tg“x = lim — sen x =1x0=0
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2) Sia f una funzione derivabile in R con derivata continua ,tale che

Df (2) =4 . Calcolate

i L@=50-f(2-3%)

x—0 X
Risposta

Osservazione 1l : posto a= 2-3x e b=2-5x segue b-a=2-5x-2+3x = -2x

Dunque f(2-5x) — f(2-3x) f(b) —f(a)
S R —
X b-a f(b) - f(a)
Applicando il teoremadi Lagrange segue ~ ------------- = f'(c) dove a<c<b
b-a

Osservazione 2 Quando il limitetendeazero a=b=2

Di conseguenza dalla diseguaglianza a<c<b segue c=2

Osservazione 3 1l limite che vogliamo calcolare dalle osservazioni precedenti diventa

lim L&=50-/@230) _ 5, lim f'(c) = ~2x f'(2) = —4
-a

x-0 X

3) giustifica perché la funzione f(x) = x3+e* & invertibile e, detta g(y) lasua

inversa , calcolare g’(1)
Risposta. Una funzione e invertibile negli intervalli in cui e biunivoca ( suriettiva e iniettiva)

La funzione in esame ha dominio daRin R percui Dom f=R e dunque é suriettiva
Le funzioni x3 e e sono due funzioni sempre crescenti ( g(b) >g(a) quando b>a)
per cui losara la funzione f(x) essendo la loro somma.

Quindi f(x) e iniettiva in quanto ¢ impossibile che f(b)=f(a) per a#b

Per calcolare g’(y) applichiamo il teorema della derivata della funzione inversa

g’ (yo)=1/ f* (xo) valutata nel punto yo = f (Xo)



Calcoliamo la derivata di f(x) : f‘(x)= 3x?>+2e*
Il punto yo =1 corrisponde a Xo =0
Siamo ora in grado di calcolare g ‘(1)
g(1) = 1/f40) =1/2
4) Enunciare ipotesi e tesi del teorema di Cauchy

(vedere libro di testo)

5) IHllustrare il significato geometrico del teorema di Lagrange
(vedere libro di testo)
6) Un triangolo ha area 3 e due lati che misurano 2 e 3. Qual “e la misura del terzo lato? Si
giustifichi la risposta.
Risposta . Sappiamo dalla trigonometria che 1’area di un triangolo ¢ il semiprodotto di due suoi
lati peril seno dell’angolo fra essi compreso. Allora
2*3* seno (angolo) =6 ------------ > seno(angolo)=1 --> angolo=90°

Il terzo lato sara dunque I’ipotenusa che misurera V13

7) Se la funzione f(x) — f(2x) ha derivata 5 in x = 1 e derivata 7 in x = 2, qual ‘¢ la derivata di

f(x) — f(4x) inx =17

Risposta
Definiamo due funzioni F(x) =f(x) - f(2x) e G(x) = f(x) - f(4x)
Le due funzioni f(2x) e f(4x) sono esempi della piu generale funzioni f(nx) con n numero naturale.

1° osservazione : f(nx) e una funzione composta X ----> nx

pertanto la sua derivata (derivata di una funzione composta ) avra la seguente espressione :
n* f°(t) |=2x

2° Osservazione Dire che stiamo parlando della funzione f(x) o f(t) é lastessa cosa ; non

Abbiamo fatto altro che “cambiare nome” alla variabile indipendente.

Di conseguenza sono da interdersi uguali le scritture  f(a)j=a = f° (X) |x=a

Fatte queste premesse calcoliamo le derivate di F(x) e G(x) :

Fx) = £x) -2 f(t) e G (x)= £(x) -4f°(t) rax



Ora perx=1 e x=2 abbiamo:
F1)=f(1)-2f(t)=2 e FQ=1Q)-4f (t)t=4
G'(1) =f<(1)- 4f(t)=s

Osservando che f*(2)=f‘(X)x=2 = f(t) k=2 Segue che
G'()= F(1)+2F (2)= 5+2%¥7=19

8) In una delle sue opere G. Galilei fa porre da Salviati, uno dei suoi personaggi, la seguente
questione riguardante I’insieme N dei numeri naturali ( “1 numeri tutti”’). Dice Salviati: «....se
io diro, i numeri tutti, comprendendo i quadrati e i non quadrati, esser piu che i quadrati soli,
diro proposizione verissima: non ¢ cosi?». Quale la risposta (motivata) all’interrogativo
posto?

Risposta.

Salviati afferma che;
I’insieme N ¢ I'unione dei numeri che sono quadrati perfetti con i numeri che non lo sono.
Essendo I’insieme dei quadrati un sottoinsieme di N deve per forza avere meno elementi

(la parte & minore del tutto nella filosofia aristotelica). Questo e verissimo

Noi oggi diciamo che & falso in quanto (da Cantor in poi) sappiamo che I’avere tanti elementi
quanto un suo sottoinsieme (infinito) & la proprieta caratterizzante degli insiemi infiniti.
Piu semplicemente sappiamo che la funzione f: N ---> {quadrati perfetti} (f:n-->n?)

@ una funzione biunivoca

9) Una sfera € inscritta in un cubo; quale e il rapporto fra il volume della sfera e quello del
cubo?

Risposta. Il diametro della sfera sara uguale al lato del cubo per cui :

vol(cubo) = L3 vol(sfera) = %n E = lﬂL vol(sfera) _r
38 6 vol(cubo) 6



10)Si dimostri che in un triangolo, il rapporto tra ciascun lato ¢ il seno dell’angolo ad esso
opposto é uguale al diametro del cerchio circoscritto al triangolo.

C

AO=R
A A
AQC =2 ACB Conseguenza del teorema ;

Angolo al centro 24 doppio dell'anzola
alla circonferenza che insistono nello
stesso arco

Il triangolo AOB € isoscele perché AO = OB =r dove r e il raggio della circonferenza

circoscritta.

L’angolo AOH ¢ uguale a ACB perché meta di AOB

Per note proprieta trigonometriche abbiamo : AH = AO * sen AOH e di conseguenza
AB=2* AH=2*r*sen AOH

AB/ sen ACB = 2r = diametro cerchio circoscritto






