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1   Algebra di Boole 

L'algebra di Boole è un sistema algebrico basato su: 
- 

- 

variabili logiche, capaci di assumere due valori (che indichiamo con i simboli "0" e "1") 
operatori  logici¸  che  si  applicano  alle  variabili  logiche  per  costruire  espressioni  algebriche 
dell'algebra di Boole. 
Gli operatori logici sono tre: (NOT) complemento, AND (prodotto logico), OR (somma logica). 
La definizione degli operatori si dà enumerando tutti i possibili casi. Date x ed y variabili logiche, 

posso scrivere: 

Complemento  (NOT):  Operatore  unario.  Si  indica  con:   x ,  (anche:  !x ,   / x ).  È  definito  come: 

0 1, 1 0 . 

Prodotto logico (AND): Operatore binario. Si indica con:  x⋅ y . È definito come: 

0⋅0 0 

0⋅1 0 

1⋅0 0 

1⋅1 1 

Somma logica (OR): Operatore binario. Si indica con:  x y . È definito come: 

0 0 0 

01 1 

1 0 1 

11 1 

La porta OR è quella che sintetizza la funzione di somma logica tra due variabili logiche. Quindi, 

posso descrivere la legge di corrispondenza  F   della porta OR a due ingressi in termini di espres- 

sioni di algebra booleana: 

OR 

z x x 

1 

0 

Lo stesso dicasi per la porta AND (quella, cioè, che realizza l'operatore prodotto logico dell'algebra 

di Boole) e la porta NOT (che realizza l'operatore di complemento dell'algebra di Boole). 
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1.1  Proprietà degli operatori booleani 

Gli operatori booleani godono di alcune proprietà, che si possono dimostrare per enumerazione di 
tutte le possibilità (cioè tramite la tabella di verità). 
Involutiva (del complemento): 
x x 
Commutativa (della somma e del prodotto): 
x y y x 
x⋅ y y⋅ x 
Aassociativa (della somma e del prodotto): 
x y z x y z x y z
x⋅ y⋅ z x⋅ y⋅ z x⋅ y⋅ z
Distributiva del prodotto rispetto alla somma e viceversa: 
x⋅ y z x⋅ y x⋅ z
x y⋅ z x y⋅ x z
Complementazione: 
x⋅ x 0 , 
x x 1 
Unione e intersezione: 
x 0 x ,  x1 1 (per la somma 0 è elemento neutro, 1 è elemento assorbente) 
x⋅0 0 ,  x⋅1 x  (per il prodotto 1 è elemento neutro, 0 è elemento assorbente) 
Idempotenza: 
x x x , 
x⋅ x x 
Teoremi di De Morgan 
x⋅ y x y 
x y x⋅ y 
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1.1.1  Teoremi di De Morgan per N variabili logiche 

I Teoremi di De Morgan valgono per un numero qualunque di variabili logiche. 
1)  x  0⋅ x  1⋅...⋅ x N(1 x  0 x  1 ... x N(1 ,              2)  x  0 x  1 ... x N(1 x  0⋅ x  1⋅...⋅ x 
N(1 
Dimostrazione della prima tesi. 
Per induzione sul numero di variabili logiche. Dimostrare una proprietà per induzione significa: 
a)   dimostrare che la proprietà vale per un certo numero n  0 (passo base); 
b)   dimostrare che, se vale per un generico  n( n  0 , allora vale anche per  n1 (passo induttivo) 
Se ne conclude che vale per ogni  n( n  0 . 
Passo base: N=2:  Si dimostra scrivendo la tabella di verità: 
x1 
0 

0 

1 

1 

x0 
0 

1 

0 

1 

x  0⋅ x1 
0 
0 
0 
1 
x  0⋅ x1 
1 
1 
1 
0 
x0 
 x1 
1 
1 
1 
0 
Passo induttivo: Suppongo che sia vero per N variabili e dimostro che ciò implica necessariamente 
che è vero per N+1 variabili. 
Ipotesi induttiva:  x  0⋅ x  1⋅...⋅ x N(1 x  0 x  1 ... x N(1 
Tesi:  x  0⋅ x  1⋅...⋅ x N(1⋅ x N x  0 x  1 ... x N(1 xN 
Pongo  x  0⋅ x  1⋅...⋅ x N(1 
( . 
(  è una variabile logica, in quando funzione di variabili logiche. Quindi, dal passo base ottengo: 
x  0⋅ x  1⋅...⋅ x 

Ma, per l'ipotesi induttiva, 
N(1 
⋅ x N(⋅ x N( xN 
(1.1) 

( x  0⋅ x  1⋅...⋅ x 
N(1 
 x  0 x  1 ... x 
N(1 . 
(1.2) 

Sostituendo (1.2) in (1.1) ottengo la tesi. 

La seconda tesi del teorema di De Morgan si può dimostrare nello stesso modo. Comunque, è più 

semplice complementare entrambi i membri ed applicare la prima tesi. 

x0 
x0 
x0 
x0 
 x  1 ... x 
 x  1 ... x 
 x  1 ... x 
 x  1 ... x 
N(1 
N(1 
 x  0⋅ x  1⋅...⋅ x 
 x  0⋅ x  1⋅...⋅ x 
N(1⇔
N(1⇔
N(1 
N(1 
 x  0 x  1 ... x 
 x  0 x  1 ... x 
N(1⇔
N(1 
Dove il terzo passaggio richiede appunto la prima tesi del teorema di De Morgan. 

