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DALLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI ALLE FUNZIONI
e*, logx, a", log, x, x“.
R.Raucci*

L.Taddeo?

Sunto

In questo breve lavoro, a partire dalle equaziaffer@nziali e dalla
funzione potenza ad esponente intero, abbiamo ittefla funzione
esponenzial® e, da questa, le funziofogx, a*, log, x e x“. Abbiamo

dimostrato le note proprieta di queste funzioni edine, abbiamo
mostrato come il calcolo d&* e, quindi delle altre sopra citate, coincida
con quello usuale.

1. Introduzione

L'interesse per le questioni affrontate in quesitwolo € ben noto in
campo scientifico. Infatti diversi autori si sonecapati di come definire
le funzioni elementari non in modo classico. Atatoposito citiamo, per
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esempio, Marcellini- Sbordone [3], che partono daniegrale, Cecconi-
Stampacchia [1], che utilizzano, diversamente daleserie di potenze,
Giusti [2] che tratta le funzioni goniometriche fesrdo da un problema di
Cauchy del secondo ordine. Un percorso alterngtéro chi non gradisce
'uso del teorema di esistenza e unicita del prollei Cauchy del primo
ordine é presentato nell’'ultima parte di questmta. In questa parte, a

partire dall’equazione differenzialey':1 conx >0, si dimostra,
X

attraverso alcune proposizioni, I'esistenza e Euai del problema di
Cauchy { 3(/0; yl . A questo punto si puo definire la funzione
y =
esponenziale e da questa tutte le altre consideehtgresente lavoro con
le stesse dimostrazioni presentate nelle sezione 3. Questo
procedimento ha in comune con quello proposto declani- Sbordone
il fatto che nel percorso, in effetti, la funziolwgaritmo precede quella
esponenziale, ma si differenzia sia per le tecnithmstrative utilizzate (
abbiamo preferito indurre lo studente a confromiarenodo diretto con le
equazioni differenziali) sia perché abbiamo ewvitdi dover dimostrare

. 1Y\
la crescenza e la limitatezza della success@ne— , che, a nostro
n

giudizio, “costa piu di quanto offre”, come accettnarima.

2. Lefunzioni € e logx
Consideriamo I'equazione differenziaye=y . Sia f una soluzione (f

esiste ed e definita nell'insieme dei numeri régliper la teoria delle
equazioni differenziali).
Vale la seguente proposizione:



Proposizione 1

a) Se f & positiva in un punto a, allora f & pwaiin [a,eo[.

b) Se f € negativa in un punto a, allora f € negati [a,4eo[.

c) Se f e nulla in un punto a, allora f & identieae nulla inJ.

Dimostrazione

a) SiaA ={x >a:f(x)< O}. Supponiamo per assurdo ch&Al e sia

c=inf(A). Notiamo che ea, perchéf (c) < 0; infatti, se fosse (0,
dalla continuita di f e dal teorema della permaaetel segno,
esisterebbe un intorno di ¢ disgiunto da A, coiltfatto che &inf(A).
Per definizione di estremo inferiore, la funziongositiva in [a,c[. Ne
segue che f é strettamente crescente in [a,c]

( perchéf =f") e cio & assurdo poiché ft@) e f(cx0. Dunque A ed

allora f e positiva in [ae].

b) SiaA ={x >a: f(x) = 0}. Supponiamo per assurdo cheAl e sia
c=inf(A). Da cio avremo, sempre per la continuitd diper il teorema
della permanenza del segno, chexf(cg quindi ca. Allora in [a,c[ la
funzione e negativa e, poiclié=f', essa e strettamente decrescente in
[a,c]; ma cio e assurdo poiché K8)e f(ckO.

y'=y

Vi) =0

Dalla teoria delle equazioni differenziali sappiaroloe esiste ed € unica

la soluzione di questo problema. Poiché la funzideaticamente nulla

lo risolve, essa e I'unica soluzione. Quindi &) [Ix[I0.

Proposizione 2

a) Se esisteld] tale che (30, allora f(x»0 [OxO0O.

b) Se esisteld] tale che f(a30, allora f(xx0 OxOO.

Dimostrazione

a) Per quanto dimostrato in prop.(j[a,+eo[ risulta f(x}>0. Se
esistessegl]-«,a[ tale che f(¥)<0, allora, sempre per qguanto

c) Consideriamo il problema di Cauci{



dimostrato in (1), si avrebbe f&Q Ox[Xo,+eo[ € cio contro il fatto
che f(ap0. Cosi e provato che f&) OxO0O.
b) Ragionando in modo analogo si ottiene<Q)Ix0.

Consideriamo adesso il problema di Cauchy{(féo)zzll.

Sappiamo, per quanto detto prima, che esiste @ita la soluzione di
questo problema e che tale soluzione é definifa.iRer quanto
dimostrato nella prop.(2), tale soluzione & unaime positiva ifl,
strettamente crescente e convessa.

Vale la seguente proposizione:

Proposizione 3

a) Xlimmf (x)=0

b) lim f(x) =+

X — +oo

Dimostrazione
a) Poiché f e strettamente crescentéliallora esiste lim f(x) =h ed

inoltre, poiché f & positiva) < h <+ . Applicando il teorema di
Lagrange si hallxOd, f(x +1) —f(x)=f'(c,)
con ¢ [ ]x, x+1[. Dall'esistenza delim f(x) si ha che

lim f(x +1) = lim f(x) =h. Dacio e dalla finitezza di h si ha che
lim f'(c,)=0. Poichef'(c,) =f(c,) e poiché dax - - segue che

c, — —oo, sideduce cheim f(x)= .0

b) Poiché f e strettamente crescentline segue che esiste
lim f(x) =k e poiché f(0)=1, allord<k < +w.

X — +oo



Se fosse K+, sempre per il teorema di Lagrange avremmo che
f(x+1) -f(x)=f'(c,)
con G U ]x, x+1[ e cio implicherebbe chém f(x) =0, contro il fatto

X — +0o
che k>1.
Osservazione 1
Potremmo dimostrare chiém f (x) =+« procedendo in modo diverso:

X — +0

poiché f e convessa e strettamente positiva, @isgat ] e (OxO[, si ha
f(x)=f(x,)+f'(X,)(X—X,) e passando al limite perxt+oo si ha:

Him 00 2 im{f (¢,) + ' (x0)(x = xo)] = +oo.

Osservazione 2
Notiamo che, dalla proposizione appena dimostsadeduce che
nessuna funzione razionale risolve il problemaali€y (1), poiché per
siffatte funzioni i limiti a pit e meno infinito @ecidono in valore
assoluto.
Proposizione 4
a) Ox,yOd si haf (x +y) =f (x)f (y).

b) Ox,yl si haf(x —y) :%.

Dimostrazione

a) Fissato M1 e [Ix[[, consideriamo
F(x) =f(x +y) —f(x)f (y) .Notiamo che
F(0)=f(y)-f(y)=0. Inoltre
Fx)=f'(x+y) - (x)f(y) =f(x +y) =f(x)f (y) = F(x) . Dunque,
OxO0O, risulta F=F e F(0)=0. Allora, per quanto dimostrato nella
prop.(1), F e identicamente nullaline cio vale per ognily]. Quindi
Ox,yO0 sihaf (x +y) =f (x)f(y) .



b) 1=(0) =F(y - y) =f[y + (~y)] =f () (~y).. Dunquef (y)f (-y) =1

cio implica che, poiché f(¥D, f(-y) =%. Ox,yd0 si ha
y
f(x)

f(x=y) =t (x)f(-y) “ty)”

Definizione 1
Definiamo I'unica soluzione del problema (1) fumze esponenziale in

base “e” e denotiamola cdr{x) =e*.

Detta funzione, poiché e la soluzione del probléih)ae strettamente
crescente inl, dunque € invertibile.

Definizione 2

Definiamo inversa della funziong la funzione logaritmo di x, in
simboli poniamo:f ™ (x) =logx .

Tenuto conto del legame tra una funzione e lamsuersa, si ha:

f:0 - ]0+0o[ ef ™ :]0,+oo[ - [OI.

Dalla formula di derivazione delle funzioni inveisena:

D(logx) =% .

Inoltre:
Osservazione 3
Se Qa<1, allora log &<0. (1)
Infatti log &0 - e°®<e’ « O<a<l.
Se 21, allora log 20. ay
Infatti log @0 - e“®*>¢e’ - al.
[0x,y]0,+oo[ si halogxy =logx +logy . (2)
Infatti



Fxy) =F () +1 7 (y) = F[F Oyl =F[F 7 (x) +T 7 (y)] . Perla

prop. (A)F[f ~(x) +f (] =F [f () B[F *(y)]=xy e

FIF T (xy)] =xy.

[0x[]0,+eo[ € ONON si ha:logx™ =nlogx. 3)
Infatti, dalla (2) e per x=y, risulta

logx? =2logx . Procedendo per induzione si ottidogx" =nlogx .

lim logx =+ e Iirrg)logx=—oo. 4)

X — +0o X

Infatti, poiché il codominio della funzioneglax €[] e poiché essa e
strettamente crescente (essendo inversa di unefingtrettamente
crescente), segue cHian logx =+ e limlogx = - .

X — +0o x-0
La seguente proposizione risponde alla domanda ckefl’, cioe chi e
f(1)?
Proposizione5

f(@) = lim (1+1jn.
n

Dimostrazione

Ricordiamo che se f & una funzione continua inldrasi ha:

a) Se lim f(x) = h, allora,lx, - Xo, cON %#Xo € %X, lim f(x,)=h.
n - +oo

b) Se lim g(x) =hOX, allora lim f(g(x))=f(h).
Passando alla dimostrazione della proposiziona si h
Iog(l+%)

n lo 1+E ! nlo l+E 1
(14,1] :eg( “J —e g( nJ:e n . Applicando la regola di De
n




Iog(l + 1j
N X
1

X
lim [1+1j —¢e' =e.

n - +oo

Iog(1+ 1)
L'Hospital al lim X segue chdim

X — +00 X — +00

=1. Dunque

3. Lefunzioni a*, log,x e x“

Seguono adesso le definizioni, a partire dallaifumeze*, delle funzioni
a,log, x edi x® e lerispettive proprieta.
Definizione 3
Ox0]0,+o[ e DadO, conaz0 eazl, definiamox® =e“°% (i casi
a=0 ea=1 ci darebbero, rispettivamente, la funzione costarguale ad
1 e la funzione identiga
Osservazione 4
Se a =nlN, la funzionex® ora definita coincide con la restrizione a
]0,+o0[ della gia nota funzione potenzd. Difatti e"°* =" =x",
Proposizione 6
a)x**® =xxP.

a
b) x°P = ;‘(—B
c) D(x*)=ax*™".
Dimostrazione
a) Dalla pl‘Op.(4)>(°‘+B — e(a+[3)|ogx = gUlogx+Blogx — qalogx oBlogx — yay B
ealogx X
ghlogx B )

a

b) Dalla prop.(4):x“ =el*Ploex = guloax-Ploax —



c) D(x*) = D(E****)= (per la formula di derivazione delle funzioni
compostg —aleree —glye - per la (b) =ax*™".
X X

Proposizione 7
eqx — (ex )0‘ )
Dimostrazione
Dobbiamo dimostrare chiglax) =[f (x)]“.

. . . '=cC
Consideriamo il seguente problema di Cauc(lzy{ y(O) yO con ¢101.
y =
L'unica soluzione di questo problema €, dalla gedelle equazioni
differenziali, la funzione identicamente nulla. Rono

g(x) =[f(x)]* —f(ax) e notiamo che

g(0) =[f(0)]* = f(0) =1° =1=0. Dunque g(0)=0. Inoltre,IxJ]0,+oo[

e OaO0O e per la prop.(6)g' (x) =off (x)]* ' (x) — af '(ax) =
(poichéf'=f)

= of f (x)]“7F (x) — of (ox) = of f (x)] — af (ox) = a(f (x))* —f(ax)] =
ag(x) . Dunque la funzione g risolve il problema (2) ecifasegue che
essa e la funzione identicamente nulla. Qujif(k)]® =f(ax), cioé

eotx — (ex )“ )

Definizione 4

Definiamo, Ja]0,+eo[ {1}, a* = e**
Proposizione 8
a) a* e strettamente positiva.

b) a* é strettamente crescente 5&,astrettamente decrescente se
O<ax1.

c) a* e convessa.



d) lim a* =

X — +oo

+ 00 sea>1 o lima = 0 sea>1
0 se 0<a<1 X e +o seO<a<l

a*” = aa’
X
e) Ox,y )]0+ e Do 0O sihay a*” :a_y .
a
(ax )0‘ — aux

Dimostrazione
a) Segue dalla definizione.
b) D(ax): D(ex'°g’"): (per la formula di derivazione delle funzioni

compostp = (log aJe*** = (log a)a* . Dunque sdoga >0 cioé se al,
a" e strettamente crescente;lsga<0 cioé se0<a<1, a* é
strettamente decrescente.
c) D? @) = D[(loga)a*] = (loga)’a* . Dunque la funzione & convessa.
d) lim a* = lim e*°®. Da questa uguaglianza e dalla prop.(3) segue la

X = +00 X - +00

prima parte della tesi. Applicando lo stesso ragmento alim a* si

X — —00
ottiene la seconda parte della tesi.
e) Per la prop.(4) si ottieng ™ = glx*Vee = gxlogigyosa = gy @
e><Ioga ax

a*y = g ye = =Z_. Per la prop.(7) e dalla definizione ali
gvloga T gy

Si ha: (aX)u = (exloga)u = euxloga - aax-

Definizione 5

Dalla stretta monotonia della funzioaé segue che essa € invertibile.
Definiamo logaritmo in base “a” la funzione inveria\(x) =a*; in
simboli poniamo:A™(x) =log, X .



Proposizione 9
a) log, xy =log, x +log, y [x,yl]0,+oo[.

b) log, > =log, x —log,y [x,yJ]0,+co[.
y

c) log, x® =alog, x OxO]0,+eo[ e DalO.

Dimostrazione
a) log, xy =log, x +log, y = a°%¥ =a°:*"%Y Ma a*%¥ =xy e per
Ia propl(8) aIOQa x+log, y - a|09axa|09ay e Xy
b) Ragionando in modo analogo si ottiene la (b).
c) log, x® =alog,x « a°%* =a*™%* Ma a"* =x° e, perla
prop.(8)’ao(logax = (alogax)cx = Xa )
Proposizione 10
a) x® & strettamente positivax[]0,+c[ e OaOd.
b) (xy)® =x%y?® 0Ox,yJ]0,+eo[ e OaO.
c) x“ e strettamente crescentecse O e strettamente decrescente se
a<0.
d) x* é convessase<0 [ a>1, concavas®<a<l.
+ 00 sea>0 o 0 sea >0
e limx® = .
0 sea<0 x-0 +00 sed<O0
Dimostrazione
a) Segue dalla definizione.
b) (Xy)a - ealogxy = eulogx+ulogy = eulogxealogy - Xayu )
c) DaD(x)* =ax“™ segue la tesi.
d) D@ (x*) =D(ox*™") = a(a -1)x“? e quindi la tesi.

e) lim x® =

X — +oo



e) lim x® = lim e*°% e da cio segue la tesi. Allo stesso modo si ragion

X — +oo X — +00

per lim x“.
x-0

Proposizione 11

: log, a
Oab,cO]0,+o] conb#1 ec#1, si halogba:m.
09,

Dimostrazione

Postolog,a=a e log, b=p sihab* =a ec’ =b. Inoltre
) =()* =ama (c*)* =c™ = a~ log,c* =log,a ma
log, c =1, da cuilog, c* =pa, quindiBa =log, acioé
(log, b)(log, @) = log, a da cui si ottiene la tesi.

Proposizione 12
La funzionelog, x € convessa se<a<1, concava s&>1.

Dimostrazione

Per la prop.(11)og, X = % e quindiD(log, X) = D(

logx _ 1
loga) xloga’

da cui si ottiene la tesi.

D‘z’(logax):D( j: -
xloga) x‘loga

4, Conclusioni

Riassumendo siamo partiti dal problema di Cauﬁfl&;fl e da

questo abbiamo definito la funziome. Da questa funzione poi abbiamo
definito le funzionilogx, a*, log, x e x®. Quindi per calcolare il

valore di queste funzioni basta saper calcolasdarvdi €*. Dal



procedimento che segue si stabilisce il metodal pefcolo die* e si
“raccorda” tale metodo con quello usuale.
Poiché si “conoscono” le potenze ad esponentedintesulta facile

_ . 1\"
calcolaree” e e™", tenuto conto anche del fatto chian (1+—j =¢e'

n— +oo n

1 n
e quindi la successior[d+—j ci fornisce un valore approssimato di
n

“e". Vediamo come introdurre il concetto di radatieun numero reale
positivo e come questo equivale al procedimentalesu

m

Siax >0, x" =t = x™ =t", infatti, per quanto dimostrato prima,
m m n m
R e O R

Vediamo adesso come calcolaré 00, e*. SiaxOO e siax, — X
con x, 00 Qallora, per la continuita &&", si hae* = lim e* . Questo

N +0o
metodo ci fornisce un valore approssimat@ti e, se la successione

€ monotona crescente o decrescente, un valoressupaio
rispettivamente per difetto o per eccesso. Questoao coincide con
quello usuale, infatti in quest’ultimo si consideoagli insiemi
A={r0Q:r<x} e B={s0Q:s>x} e quindi gli insiemi

C :{er : rDA} eD :{é :sO B} e si definisceg” come I'unico elemento
di separazione tra gli insiemi contigui C e D.

Per cor so alter nativo

Consideriamo I'equazione differenziaye=y . Si ha:

Proposizione A

L’equazione differenzialg/’'=y ha soluzioni.

Dimostrazione



. . . . 1 .
Consideriamo l'equazione differenzialg=— conx>0. Dalla teoria
X
degli integrali , poiché la funziongx) = — & continua |n]0;+oo[, essa ha
X

. _ : S x1
soluzioni. Una qualsiasi soluzione si puo scrivaame y(X) = _[1 ¥dt +cC.

Sia g(x) la soluzione ottenuta pex0; osserviamo che il suo codominio
e 0. Infatti il Iing g(x) esiste ed e negativo, perclg&x) e positiva,

dunque g(x) € strettamente crescente ed inolgy@) =0. Supponiamo,

per assurdo, che esso diaz —. x>0 consideriamog in ]x;2x[.

Applicando il teorema di Lagrange si hg(2x) —g(x) =x g'(x+x8,).

Passando al limite per x che tende @,4si ottiene, peth # —co, che il

primo membro tende a 0, mentre il secondo membeoéch(ljr(ig) non
X X

tende a 0 poich@, (1]01[. Ragionando in modo analogo si dimostra che

lim g(x) =+ . La funzioneg(x) €& invertibile, perchéy'(x) é positiva .

Sia f(x) = g™'(x) linversa, per la formula di derivazione delle Aimni

inverse si ha:

1 1
f'(x)= = = f(x).
(X) D(g(z))z:f(x) i (X)
f(X)

Dunque f(x) risolve 'equazione differenzialg'=y.

Proposizione B
L’equazione differenziale/'= cy conc >0 ha soluzioni.

Dimostrazione

. , . 1 .
Basta considerare I'equaziorye=— conx >0 e ragionare come nella
CX

proposizione precedente.



ProposizioneC

Sia f una soluzione dell’equaziong=cy conc >0, allora:
a) Se f & positiva in un punto a, allora f & pwaiin [a,eo[.
b) Se f & negativa in un punto a, allora f & negat [a,eo].
Dimostrazione

Si ragiona in modo analogo a quanto fatto rigp.1.
Proposizione D

I: C
Esiste ed e unica la soluzione del proble{mX y conc>0.
¥(X,) =0

Dimostrazione

La funzione identicamente nulla lo risolve, dim@stro che tale
soluzione € unica. Per la Prop.(C) una

soluzione di questo problema non puo essere didergaro inx, < x,.

Supponiamo, per assurdo, che
esista una soluziongy(x) = c.|'X y(t)dt del problema che ifi;+oo[ non
Xo

sia identicamente nulla. Si ha:
A ={uD[x,;+o[ talechey =0 in [x,;ul} #0 poichéx, dA. Sia
X, = SUpA, che dall'ipotesi assurda, € minore di.#Notiamo che,

DXD[XO;Xl +i] si ha:
2c
X X )<+i
< t)dt = Hdt<c| z|yt)dt.

[y < f [y(ofdt =c] [y(t/dt=cf” [yt
In {xl;x1 +2i} la funzione y(x) non é identicamente nulla e quindi la

c
funzione|y(x)| possiede, in questo intervallo, un masshhpositivo.

17 . X+ 1
Ox O {xo; X + Z_J risulta: | y(x)| < chl 2c| y(t)|dt < > M. Allora,



passando al sup. al variare>d]][xo; X, +2i} sihaM < %M ecioe
C

assurdo poich# é positivo. Quindi f(xx0 COxO0O.
Proposizione E

Il problema (E}{ .

y(©) =1

ha un’unica soluzione.

Dimostrazione
Sappiamo, per quanto detto prima, che esiste Unaigone di questo

problema, infatti basta considerare la funziogéx) = Lx%dt (vedila

prop.(A)). Tale funzione in 1 vale 0, dunque la Bueersa f(x) in O vale
1, cioé risolve il problema (E). Facciamo vedere ¢hle soluzione é
unica. Infatti siand eh due soluzioni, allordf —h)'= f'~h'=f —h.
Quindi la funzionef —h risolve il problem yi/O)z—yO e, per quanto

dimostrato nella prop.(D)f = h.

A questo punto possiamo definire la funziohgx) = e* come l'unica
soluzione del problema (E) e dimostrare tutte &ppeta, anche grazie
alle proposizioni di questo paragrafo, gia dimdstreelle sezioni 2 e 3,
senza utilizzare il teorema di esistenza e undaigproblema di Cauchy
del primo ordine.
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