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INTRODUZIONE.

Questo libretto tratta uno dei cinque argomenti che
costituiscono la parte operativa del programma dtgvhatica
Generale per il corso di laurea in Economia Aziéad&ac.

di Ec., Univ. di Salerno); altri lavori analoghguardano gli
altri argomenti. Perché cinque libretti diversiyége di uno
solo completo? La risposta consiste nel fatto ehedrte di
esercizi del programma e suddivisa in capitoli fhoduli, se

si vuole usare un termine “attuale”), alcuni deialju
facoltativi per molti studenti; non solo, uno state puo
avere bisogno di un riferimento bibliografico dieeszi per

un argomento e non per un altro.

Oggetto di questo breve testo e I'equilibrio di Nas

Altra domanda: perché abbiamo deciso di dare tanta

importanza agli equilibri di Nash?



L’'importanza che la Teoria dei Giochi riveste inoBomia (e
non solo) e rilevante ed in continua espansioneaiticolare,
nell’ambito dei giochi non cooperativi, I'equilifaridi Nash ha
il ruolo centrale di soluzione quasi oggettivameateettata
(o, almeno, le soluzioni devono essere equilibrNdish). Il
fatto piu “appariscente” a testimonianza di ciol éremio
Nobel in Economia conferito a Nash.

Ci e, quindi, sembrato inaccettabile immaginare et
“bagaglio culturale” di un laureato della nostracéiéa di
Economia non facesse parte il concetto di equdidriNash.
Tutto cio, pero, ancora non spiega la scelta derins tale
studio nel programma dell’esame di Matematica Galredel
primo anno e di richiedere la risoluzione di esarsu questo

argomento.



E’ nostra convinzione che la matematica nelle fiécali
economia deve trattare temi di questo tipo, ciodingada
situazioni economiche reali, mostrare modelli matgon
approssimanti la realta e trovare soluzioni me@iattumenti
matematici; la matematica delle facolta di economéeve
distinguersi da quella dei biologi, da quella degjichitetti e
cosi via per la semplice ragione che ci0o che sedeun
economista non e quello che serve ad un biologa awra
architetto. Per troppo tempo i programmi di matecaanei
corsi di laurea in cui essa era disciplina “di sop@’ sono
stati completamente scollegati dalle altre disoigli
purtroppo, si € assistito a programmi di matematiba si
limitavano a riproporre argomenti di scuola superigad
eccezione di qualche *“aggiunta” molto tradizionale,
completamente immotivata nel contesto). Il probledel

tener conto delle differenze tra i vari tipi di staisecondaria



ci porterebbe ad un discorso che esula dagli issei questa
trattazione (speriamo che la riforma dell'univeasidia
risposte efficaci a tale proposito).

Inoltre osserviamo, come certamente non sfuggirbetédre
studioso, che molti esercizi sul calcolo degli &quidi Nash
rappresentano efficaci strumenti per valutare dpacita di
operare sulle funzioni di una e piu variabili e
sull’'ottimizzazione; in altri termini, hanno il py®, tra
I'altro, di riassumere una larga parte dell’Analéatematica.
Infine, avvertiamo il lettore studente che queshvekto va
studiato successivamente al libro di teoria (quiek seguito,
per libro di teoria, intendiamo “Metodi quantitatidelle
decisioni” di V. Aversa, Liguori Editore) e dopo aav
acquisito sufficiente padronanza delle prime trertipa

operative del programma.



A guest’ultimo libro rinviamo immediatamente peradere le

motivazioni, in particolare quelle di natura econcan che

possono condurre al concetto di equilibrio di Nash.

P.S.: guesta edizione, nelle speranze degli aytodi risultare
utile a tutti coloro che abbiano interesse a riaercequilibri
di Nash nei casi in cui vi sono infinite strategie quanto ci
risulta, altri libri che danno “tanto risalto” aléaaspetto non
vi sono. Nelle nostre intenzioni, da tale ediziah®vrebbe
nascere un testo ben piu completo e meno elementare
destinato a studenti di corsi successivi al prinmoae ad
appassionati dell’largomento. Anche per questo,e tud
osservazioni, le segnalazioni di errori, tutti ggarimenti, i

giudizi, ci risulteranno particolarmente graditi.



CAPITOLO 1: LE STRATEGIE PURE.

Consideriamo un gioco a due giocatori. Denotiamo X@ Y
gli insiemi delle decisioni o strategie pufeg g le rispettive
funzioni di utilita (ovviamente entrambe definite XxY e a
valori in [0). Nel seguito ogni volta che si parlera di giosb,
intendera che si tratta di un gioco non coopera(sioe i
giocatori non possono fare accordi), statico (queso nel
senso che ogni giocatore puo fare una sola mosbka essi la
comunicano simultaneamente), con informazione cetapl
(cioé ogni giocatore conosce tutti gli insiemi diasegie e
tutte le funzioni di utilitd). Dal libro di teorigia sappiamo
che in tali situazioni i giocatori cercano comeuzabne del

gioco un equilibrio di Nash. Ricordiamo che, pefimeione,

un equilibrio di Nash e una coppi@_c;/)DXXY tale che

f(xy) = maxf(xy) e g(xy)=maxg(xy) oppure, cio
X Y



che é lo stesso, postw(y):r%ﬁxf(x;y)DyDY e

u(x) = szngxg(x; y) OxOX, ogni coppia(x;y)dX xY tale
Yl

he{f(x;y)w(y)_
g(xy) =u(x)

1.1X e Y sono finiti.

Dal libro di teoria abbiamo gia visto che vi sonodi in cui
non esistono equilibri di Nash (in strategie pugegiochi in
Ccui vi € un unico equilibrio di Nash.

Alcuni dei seguenti esempi mostrano che si possweoe piu

equilibri di Nash.

ESEMPIO :

1.1) ( 10 (23 @@4)

J Il primo giocatore ha a disposizione
B0) @1 19

2 strategie e il terzo 3. Se il primo giocatore ghee la



strategia x;, al secondo giocatore conviene rispondere con
y;; se il primo scegliex,, al secondo convieng,. Se il
secondo giocatore sceglig,, al primo convienex,; se il
secondo scegliey,, al primo convienex,; se il secondo
sceglie y,, al primo vanno bene sig& che x,. Si hanno 2
equilibri di Nash, rappresentati dalle coppie;;y; ©
(X,;¥3) . Gli utili sono (1;4) e (1;5), quindi al primo ukano
indifferenti le due soluzioni, mentre per il second
preferibile la soluzion€x,;y, .)

Un modo semplice per trovare gli equilibri di Nasin
situazioni analoghe a quelle dell’esempio precesientuello
di fissare una strategia di uno dei due giocatored
evidenziare di volta in volta le migliori strategiell’altro ( in
verita evidenziamo gli utili) . Risolviamo lo stesgsercizio

in questo modo:



Fissatox, si ha :
41 @3

( 293 (xZ)J.
@1 @©5))
(

23) (L4)).

Fissatox, si ha(
Fissatoy, si ha(

293 (xZ)J.

@) @5)

10)
Fissatoy, si ha((} 0 (2;3) (l'il)j;
) @5

Fissatoy, si ha((l 0 @3) (_'f')j.
4D @9

ESERCIZI PROPOSTI:

j SH{(x:;y2)}

1) ((2;0) 05 @3
@y @3 @2-1



&) (50

2)| 44) @2 | S:{(X:y1) (X55Y,)}-
@D (72

0y @4 @3
3) | @& (200 (3-1) | Non cisono soluzioni.
(200 02) @

1.2 X e Y sono insiemi infiniti.

Per ragioni di semplicita “concettuale” useremo gEmlo
stesso metodo per risolvere gli esercizi, anchemesso, altri

metodi possono risultare piu adatti.



ESEMPI:

2.1) f(xy)=x"+2y*-1 g(xy) =2xy - y*
x =[o1] v =[-11]

Consideriamof (x;y) =2x, f (x;y)=0 per x=0, dunque
il max si ottiene pex =1. Ne segue chd (L, y) =2y* =v y( ).
Consideriamo g, (x;y) =2x-2y, ¢,(xy)20 per y<x.
Tenuto conto chexD[O;l] 0 [— ];1], il max si ottiene per
y =X, da cui si hag(x;x) = x* =u X )Gli equilibri di Nash

f(Xy)=v
sono le eventuali soluzioni del sisten{a( y)=v(y)

g(xy) =u(x)

verificanti le condizioni xOX,yOY. Quindi dobbiamo

X?+2y?—1=2y?

risolvere il sistem 5 5
2Xy —y° =X

con xD[O;l],yD[—];l]. Otteniamo  l'unica  soluzione

SH(1;1)}.



3.1) f(xy)=e” g(xy) =log(xy +y* - 1)
X =[02] Y=[25

Consideriamof, (x;y) = ye¥, f (x;y)=0 sempre, tenuto
conto degli insiemi delle strategie. Dunque il nsaxttiene
per x=2, da cui f (2, y)=e? =v § ).Consideriamo

g9,(xy) :Lzzy; tenuto conto dK e Y si ha chey =5 &
xy+y -1

punto di massimo. Otteniamo, quindi,

g(x;5) =log(d5x + 24) = u(x). Dobbiamo allora risolvere il

e¥ =e”
sistema
log(xy + y* —1) = log(5x + 24)

e tener conto degli insiemi delle strategie. Neusebunica

soluzioneS=(2;5)}.



4.1) f(xy)=+xX°+y g(xy) = 2xy — x* +y?
X =[-12] Y=[og]

Consideriamof  (x;y) = , f.(xy)=0 per x=0.

x> +y

Per determinare il max dobbiamo considerare

f(-Ly)=+1+y? e f(2y)=+4+Yy>. Essendo

f(2y)>f(-Ly), il max si ottiene perx=2, da cui

f(2y)=y4+y? =v(y). Consideriamog,(xy)=2x+2y,

g'y(x; y) =0 per y = —x. Bisogna distinguere i seguenti casi:

a) —xD[O:L], da cui xD[—];O]: poiché g(x;y) (rispetto alla

variabile y) e decrescente prima dix e crescente dopo, per



determinare il max bisogna confrontare

g(x;0) = -x* e g(x1) =2x-x*+1. Da g(x;0) = g(x]) si

ottiene x < —%, dunque per1l< x< —% il max si ottiene per
1 , L
y =0, mentre per—Es x< 0 il max si ottiene pery =1.
1 2
Dunque per -1< XS_E g(x;0) =-x“ =u(x) e per

<x<0 g(x1) =2x-x*+1=u(x).

N

b) —x<0, cioé x>0: si ottiene cheg(x;y)é crescente,
rispetto ay, dunque il max si ottiene pey=1, da cui , per

x>0, g(x1) =2x-x>+1=u(x).

c) —-x>1, cioé x<-1: & non accettabile tenuto conto

dell'insieme X .



Dunque per-1< xs—% u(x) =-x> e per —=<x<2

N |-

u(x) =2x—-x*+1. Dobbiamo allora risolvere i seguenti

sistemi:

2 —
1){ VXEHY =yaty con—1SXs—% eyldyY

2xy—x2 +y2 — _y2

che non fornisce nessuna soluzione accettabile e

2 —
2){ VXTHY =q4ty con—%sxs 2e yOY

2xy - X* +y? =2x-x*+1

da cui si ottiene I'unica soluzior@&{(2;1)}.

Osservazione 2.1
Avremmo potuto risolvere piu semplicemente |'esari
notando che, qualunque rispostaonsideriamo del secondo

giocatore, c’'é un’unica soluzione per il primo catore, la



strategiax = 2; dunque gli equilibri di Nash, se esistevano,
dovevano essere coppie in cui la prima coordinata 2
Tenuto conto di cid avremmo potuto considerare ¢avdi
g(x;y),9(2y) =4y + y* —4 e determinare il massimo @j,

in questo caso diventata una funzione della sat@bile y ,
da cui avremmo ottenutoy=1 e quindi (2;1). Questa

osservazione, valida, ovviamente, anche nei duenmse
precedenti non é stata applicata prima perché a#gl due

casi risolti il risparmio dei conti non era molitevante.

1
5.1) wa=aﬁ-bww g(xy) =xy’ -y

X =[¢ Y=[12]



Consideriamof, (x; y):x—l, f.(xy)=0 in X, dunque il
X

max si ottiene perx=e€. Dall'osservazione precedente
consideriamog(e;y) =ey® -y, dallo studio del segno della
derivata prima della funzione cosi ottenuta e termanto che
yD[];Z], il massimo si ottiene pey = 2. Otteniamo quindi la
soluzioneS={(e;2)}. Proviamo a risolvere I'esercizio senza

utilizzare I'osservazione precedente. Abbiamo gi&ato che

f(ey) =%ez —logey = v(y). Consideriamo

9,(%y)=2xy-1, g,(xy)=0 per yzzi, dunque bisogna
X
distinguere i seguenti casi:

a) 1 O [];2], da cui 1 < X< 1 che non e accettabile;
2X 4 2

b) 2i >2,dacui0< xs% che non é accettabile;
X



C) isl, da cui%sxse e quindi il max si ottiene per
X

y =2. Ne seguey(x;2) =4x—2=u(x) con % <x<e.
Bisogna risolvere il sistema

1
EX —Iogxy——e ~logey ;o1 <x<eeyDY
Xy’ —y= 4x 2 2

Dalla seconda equazione del sistema si a2 ( la

condizione x=——— non e accettabile per i vincoli ).
y+

. . 1 1
Sostituendo nella prima ottenlam% x> —logx = Eez -1;
notiamo chex = e e una soluzione. Per mostrare che € 'unica

L . 1, 1,
consideriamo la funzione h(x) =§X —Iogx—Ee +1.

Poiché h'(x)> 0 in [];e] ne segue chén e strettamente

crescente in questintervallo, dunque=€ €& I'unica



soluzione dell'equazioneh(x)=0 in [Le] e ciog €2) &

I'unico equilibrio di Nash.

6.1) f(xy)=x>+2xy+y>-1 g(xy) =xy+4

X =] ;0] Y =[01]

Consideriamo  f (x;y) =2x+2y, f.(xy)=0  per
x=-y.Tenuto conto dei vincoli, per determinare il max
dobbiamo confrontare f (0;y) = y*- 1con il limite per
x - —oco di f(X;y) e poiché quest'ultimo & uguale+tao , il

max non esiste, dunque il problema non ammettezgmii.

2

7.1) f(xy)=-x*+2xy-y? g(xy) =€” +x

X=@-z)o{o} v=]-11



Consideriamof  (x;y) = —2x+2y, f (x;y)=0 per x<vy,
quindi il max si ottiene pex =y, da cui si ha

f(y;y) =0=v(y). Consideriamo g, (xy) = xe*

g'y(x; y) =0 per x=0. Dunque, pex> 0jl max non esiste
poiché I'estremo superiore € dato dal limite ges 1 di
g(x;y), mentre perx <0 il max non esiste poiché I'estremo
superiore € dato dal limite pgr - =1 di g(x;y); per x=0
lag e costantemente uguale a 1. Ne segue che la hmaio

e definita solo nel punto 0 dove vale 1.

Dal sistema:

_ 2+2 —y2 =
{ Xexy +x3)/(2:yl O conx=o0e yOJoz

si ottieneS= {(0;0)}.

8.1) Mostriamo un esempio in cui le funzioni utilitai due

giocatori hanno piu di 2 variabili.



f(xty)=—-x>+2xt-t>+y? g(xty)=2xt-y*-1
X ={(xt):x0[oatOfr2} v =[o1]
Notiamo che in questo gioco il primo giocatore degegliere
x e t, mentre il secondo solp Nel pianoxOt l'insieme X
rappresenta il quadrat@ di vertici A(0;1), B(0;2), C(1;2) e
D(1;1). Per determinare i punti di massimof di calcoliamo

f (Xt y)=-2x+2t e f(xtyy=2x-2t. Poiché

non ha soluzioni interne &, i punti di
2x-2t=0

{— 2x+2t=0
massimo dif ( certamente esistenti per il teorema di
Weierstrass) si trovano sulla frontiera @i Studiandof sul

segmento di estremA e D di rappresentazione parametrica

t=1 .
avremo f (x1y)=-x*+2x-1+y? f =0 per
{Osxsl (xLy) y x p

x =1 da cui deduciamo che del segmento di estréne D
solo i puntiA e D possono essere punti di massimo. Studiando

f sugli altri lati del quadrato otteniamo, comeidjprobabili”



punti di max, gli altri verticB e C. Per determinare i punti

di massimo dobbiamo calcolafesu questi punti. Si ha:
faLy)=y*, fOLy)=-1+y*, f@Q2y)=-1+y* e

f (02,y) =-4+y?, da cui si ottiene il massimo nel punto
D(1;1). Ne seguev(y)=y?. A tale conclusione potevamo
pervenire piu rapidamente se avessimo notato cheogei
yOY si ha: f(xt;y)=y? - (x-t)’<y* e f(xty)=y?
se, e solo sex =t da cui, ricordandoX , l'asserto.

Inoltre si ha: g'y(x;t; y)=-2y=>0 per y<O0, dunque

f (x;t;0) = u(x;t) = 2x°t - 1.

Risolvendo il sistema

— %2 4+ Oxt — 12 +y2 :yz
2x°t—y? —1=2x*t -1

otteniamox=t e y=0 da cui si ha il solo equilibrio di

Nash (1;1;0).



ESERCIZI PROPOSTI :

1) f(xy)=x*+2xy-1 g(xy)=x-y

X =[-22] Y=[o1]

SH(-2;0); (2;0)}.
Notiamo che la migliore strategia per il secondocgtore é
(2;0).
2) f(xy)=x+y g(xy)=x’
X =[-2-1 Y=[o1]
SH{ (-1,0)}.
3) f(xy)=x*-3xy+1 g(xy) = xy* +2y?

x =[-11] v=[-23]

S (-1;3)}.



4) f(xy)=x>+xy-2 g(xy) =x+xy+y’

x=[-11] v=[-25]

S (1;5)}.

5) f(xy)=2-xy g(xy) =3y -x?

X =[03] Y=[-24

SH (0;4)}.



6) f(xy)=—€e"+y g(xy) =logxy

X =[12] Y =[23]

S={ (1;3)}.
7)) f(cy)=x"+2xy+1 g(x y) = x* —y*
x =[02] v=[-11]

SH (1,0)}.
8) f(xy)=x*+2xy-4y’ gxy)=xy+y*-5

x =[-11] v=[o3]

SH (1;3)}.



9) f(xy)=x*+4x-y’ g(xy)=4xy-y*+1

X =[-52] Y=[03]

S={ (2;3)}.

10) f(xy) =log(x+y) -2y x+y? g(xy)=e -1

X =[-2-1 Y=[34]
S (-1;4)}.
11) f(xy) =2-x’y g(xy)=-x%y’

X =[o1 Y=[-2-1

s (1;-1)}.



12) f(xy)=x*+y*-1 g(xy) =log(x* +y?*)

X =[-10] Y=[12]

sH (-1;2)}.

13) f(xy) =x*+2y> g(xy)=3x*-4y* +xy

X=Y=0

Impossibile

14) f(xy)=-3x*+xy g(xy)=2y*-3xy+1

X=Y=0

Impossibile



15) f(xy) =-4x>+xy g(xy) =2x* -y’
X=Y=0

SH (0;0)}.

16) f(xy)=-x>+2xy—-4y? g(xy) =2x*-y* +xy
X =Y =0

S (0;0)}.

17) f(xy) =-4x*+2xy+y? g(xy)=3x* - y? - 2xy
X=Y=0

SH (0;0)}.

18) f(xy) =-2x* +4xy+y* g(xy) = x> —y* +2xy
X =Y =0

Ss={(x;x) talichex}



19) f(xy) =-x> +4xy-3y* g(xy)=2x*+xy-y’
X=Y=0

s={(2y;y) talichey10}
20) f(xy)=-x*+2xy+y* g(xy)=x*+y*-1
X=0VY=]o0

Impossibile

21)  f(xy)=x+logx-y g(x;y) = xy?

X =0+ Y =]23]

Impossibile



22) f(x;y) =x*>-3y’logx

X =]o1] v =[ogO[23

23) f(xy)=4x+y

x =loA0[2:3 v =[0+er]

24) f(xy)=x>-3xy?

x=liz] v=[-2

a(xy) =e*

Impossibile
1 Xy
g(xy) =( j

2

SH (3;0)}.

g(x;y) = xy +logx

Impossibile



25) f(y)=x’+y?

x =[12] v=]-e1[0]23

26) f(xy)=xe’ +ye*

X =]-0;0] Y =]01]

27)  f(xy) =4 -y?

X =]26] Y=]o2]

a(xy) =
—

<

Impossibile

g(x y) =log(x* +y*)

SH (0;1)}.

g(xy) =3/x+y

SH (6;2)}.



28) f(xty)=-x*+2xt-t?+3y? g(xt;y)=xt-y*+1
X ={(xt):x0[oa,tO[24]} Y =[-10]
S (1:2;0)}.
29) f(xty) =—x*+2xy—t*+1 g(xt;y) =2x>-3y® +ty

x =[0] v={y):t0fog yo[-11}
1,1
S (Elg)}-

2

X 1
30) f(x;y)=log;-§x2y g(xy) = xy? -2y

X =]-o-2[0[-10] Y=[-20

Con qualche conto piu complicato, rispetto ai pdsnti, Si

ha:

S={(x;y)OX xY taliche xy =1,

yO[-2-10 }—%OH



1.3 X é infinito e Y e finito (o viceversa).

ESEMPI:

9.1) Siano X =[od, y={013, f eg definite da
f(xy)=x+y, g(xy) =x+y*-y.Siha:
v(y) = max(x + y) = (tenutocontodi X) =1+,

x[o]
— 2 _ — . — .
u(x) = y@oﬁé (x+y?—y) =max{x;x+2} = x+2 e, quindi,

gli equilibri di Nash sono le coppie dk =[01]x{01.2}
che risultano soluzioni del seguente sistema:

x+y=1+y
X+y>—y=x+2

Le soluzioni del sistema sono (1;-1) e (1;2), péiclOY,
solo la seconda € equilibrio di Nash.

Tramite detto equilibrio i giocatori realizzano 3®; Notiamo
che avremmo potuto evitare il sistema se avessenoito

conto che, per ogniydY, il punto 1 e l'unico punto di



massimo di f(x;y) al variare di x in X e che, per ogni
xO X, il punto 2 e l'unico punto di massimo di(x;y) al

variare diy inY .

10.1)SianoX =N n {1100, Y =[-11],
f(xy) = y(@x® —42x* +135x+ 1), g(x;y) = (2x—-3)y>.
In questo esempio, anche <€ é finito, poiché gli

appartengono 100 elementi, € preferibile usaretavdta.
Poiché f (xy) =3y(2x-5)(2x—-9) si ha: sey =0 risulta
f(x;y)= f(x;0) =0 per ogni xOX e quindi

v(0)=0; se y>0, poiché f (x;y)>0, tenuto conto diX,

5 9 . . . .
per xD}—w;E[D}E 100} si deduce che i punti di massimo
di f(xy) al variare dix in X vanno ricercati tra 2,3 e 100

(infatti 2 e 3 sono gli interi piu vicini %' punto di massimo



relativo di f) da cui Si ha
v(y) = max{135y 136y;359350%} = 359350y

( quindi 100 € il punto di massimo); sg<0, ragionando
analogamente si deduce cWgy) =98y ( quindi 1 € il punto di
massimo).

Da g'y(x; y) =2y(2x-3) si deduce che pex=1 il punto di
massimo dig(x;y) al variare diy inY é 0 e quindiu) =0;
invece sexdX e x>1 i punti di massimo sono -1 e 1 e
quindi u(x) =2x-3. Cio che abbiamo dedotto fino a questo

punto ci consente di comprendere, usando opportentaria
definizione di equilibrio di Nash e senza risolvesiteun
sistema, che le soluzioni sono (1;0) e (100;1).claaso al
lettore studioso tale verifica ( in verita tale pedimento
introduce ad un altro metodo di ricerca degli afuildi

Nash, a cui abbiamo fatto cenno all’'inizio del [gpedo).



Se si preferisce risolvere il sistema bisogna teosto delle

seguenti espressioni glie u:

98y se yl|-10 Osex =1

v(y) = : 1;M@= ;
359350Y sey]0]] 2x - 3sexON n[2104

allora, considerando i seguenti 4 casi:

yO[-1d, x=z
y(4x® — 42x* +135x +1) =98y
(2x-3)y? =0

da cui si ottiene I'equilibrio di Nash (1;0);

yO[-1d, xON n[2104;
y(4x® - 42x* +135x +1) =98y
(2x-3)y*=2x-3

da cui non si ottengono equilibri di Nash ;

yoJoa], x=1;
y(4x3 — 42x2 +135x +1) = 359350
(2x-3)y* =0

da cui non si ottengono equilibri di Nash ;



yO]oa],xON n[210d;
y(4x® - 42x? +135¢ +1) = 359350
(2x-3)y* =2x-3

da cui si ottiene I'equilibrio di Nash (100;¥) ritrovano i

risultati precedenti.

ESERCIZI PROPOSTI:

1) X =[-11] Y={-101} f(xy)=x*+xy

glxy)=xy’+y  S:{(1;1), (-1;0}.

2) x={123 v=[01] f(xy)=x*+xy

ag(xy)=e? SH{ (B}

3) X=Nn[o1od Y=[-11] f(xy)=x*+2xy

g(x;y) = xy? S:{ (100;1), (100;-1}.



4) x=[02Yy=2zn[-100100 f(xy)=xe’+1

gixy)=x?y*+1  S:{ (2;100), (2;-100}.

CAPITOLO 2: LE STRATEGIE MISTE

In questo capitolo consideriamo solo giochi in gliiinsiemi
delle strategie (pure) sono finiti.

Come gia visto nel libro di teoria, un equilibrid Mash in
strategie miste esiste sempre. Su tale fatto etemo piu
diffusamente nel prossimo capitolo.

Adesso vogliamo formalizzare il fatto che una sim@ pura
puo essere vista come una “particolare” strategsiam

Infatti, posto X ={x,....x.}, Y ={y,......y,}, studiare il

gioco considerando le strategie miste significaspes dal



gioco G, in cui gli insiemi delle decisioni soX® Y e le
funzioni di utilita sond e g, al gioco in cui gli insiemi delle

decisioni sono
U =[04]" n{p=(p,......p,). talechep, +...+ p, =1},
v :[Oi]n n{q=(q,,....q,) talecheq, +...+q, =1} ele

n

funzioni di utilita sono ( definite it xV e a valori in[J)

date da:
¢(p;q)=izn_‘,f(xi:y;)piqi €
w(p;q)=iig(>§;yj)piqj-

E’ evidente che possiamo identificare ogni stratqmirax;
con la strategia mistp = (p,,....,p,,) talechep, =1lep, = O
per ognih #i e ogni strategia purg; con la strategia mista
q=(4,--.q,) talecheq; = leq, =0 per ognik # j; si noti

che risultag(x;y;) = f(X;y;) e@(x:;y,) =9(X:Y,).



A guesto punto, tenuto conto di cio, sorgono in maodturale
le seguenti domande:

i) un gioco che non ammette equilibri di Nash inatgie
pure avra, invece, equilibri di Nash in strategieste tra
guesti, si puo trovare qualche coppia di stratpgre?

i) un gioco che ammette equilibri di Nash in stgie pure,
avra tra gli equilibri di Nash in strategie mistelcs quelle
pure (tutte? una parte?), solo non pure o sia fute? una

parte?) che non pure?

La risposta alla prima domanda € negativa; per tguan
riguarda la seconda domanda si puo affermare coayltr
equilibri di Nash in strategie miste si ritroverancertamente
tutti gli equilibri di Nash in strategie pure memtguelle non

pure in alcuni casi vi sono e in altri no. | sucies due



esempi e la proposizione 3.3 del prossimo capitaddivano

le suddette risposte.

Specialmente quando l'insieme delle strategie ohealo uno
dei due giocatori e costituito da piu di due dexispossibili,
nella ricerca degli equilibri di Nash in strategmiste,

risultano utili le considerazioni che seguono.

Sia dato un problema del tipo:

szil\x(cx+cn+l) ove C=(Cy,...,Cy )y X=(X,..0X,) 00" €

A é definito da

x=0
n A .
in <1 Denotato coW l'insieme

i=1



{o,A talicher O{1,...,n}} ove, per ognir O{1...,n}, il punto

lses=r

e il punto (y,,....y, ) tale chey, = , siaW
A punto (y,,....Y, ) y {Osesir

I'insieme delle soluzioni del seguente problema:

Max(Cx +C,,).

Osserviamo ch®&V/ e non vuoto perch¥ e finito.
Ebbene, sussiste la seguente
PROPOSIZIONE 2.1

Detti P,...,P, i punti diW, I'insieme dei punti di massimo
della funzione r(x) =(cx+c,,, )sullinsieme A definito da

x=0
n

zxi <1 e dato da tutti e soli i punti del tipo:

i=1

ZS:,BiPi con B =00 O{L...,s} eZﬂi 1.



Da tale proposizione notiamo che, in particolare,V¢ e
costituito da un unico punto, allora e evidente €sso e
'unico punto di massimo; se invedd' e costituito da due
punti P e Q, allora tutti e soli i punti di massimo sono quell
del segmento di estrerRi e Q inclusi gli estremi (invero, se
BB,z 0ef, + 3, = 1siha BP+,Q=BP+(1-B)Q=
=Q+f,(P-Q) con g, 0[01] che  fornisce una
rappresentazione del segmeR().

Useremo tale proposizione principalmente nel casQ.
Ebbene, in tal caso, I'insiem& si riduce al triangolo dil?
avente vertici (0;0), (1;0) e (0;1)W risulta I'insieme di detti
vertici.

La dimostrazione della suddetta proposizione érviga al

capitolo successivo.



Consideriamo i seguenti due esempi:

21) ((1-0) 23) @14

j. Per risolvere questo gioco (e
30 @D @5

'esempio 1.1 del paragrafo 1.1) in strategie mistetiamo
che una strategia mista per il primo giocatore € tgm
(p,1-p,) con p1D[O:L], mentre una strategia mista per |l
secondo giocatore e (%,0,1-¢, —0,) con
0,,9, = 0eq, +q, =1.

Attribuendo ai simboli seguenti il significato inma

precisato, si ha:

#(p;Q) = P9, +2p,q, + p,(1-0;, — Q) + 31— p,)a, +
4(1-p)ao+ (- p)A-a, —9y) = P, (20, —20,) +

+20, +3q, +1

Da cio si deduce che¢'p1(p; g)=-2q9,-2q9, che & non
positiva dal momento chey,,q, = 0. Ne segue che

v(q) = maxg(p;q) = 2q, +3q, +1.



Analogamente si ha:

Y(p;a) =3pd, +4p,(1-0,-q,) + 1= p)a, +

+51- p )AL~ —0,) =G (P —5) +0,(3p, ~4) +5— ;.
Per ogni fissatop, D[O:L], possiamo applicare la
proposizione 2.1. Dunque calcoliamo
w(p00)=5-p, ¢¥(p,20)=0 e

Y(p,01) =2p, +1. Da cio otteniamo immediatamente:
u(p) = maxiy(p; ) = 5= p,.

Lasciamo al lettore studente la risoluzione delusete

sistema:

dal quale si dedurra che gli equilibri di Nash

{MQ®=W®
Y(p;q) =u(p)

in strategie miste sono dati dai vettori del tipo:
((p;1-p; ), (00D) con p, D[O;l]. Notiamo che tra le

infinite strategie miste che sono equilibri di Na#hoviamo



le strategie pure(x;y,;)e (X,;y¥; ) che costituivano gli

equilibri di Nash in strategie pure.

@) (50)
2.2)| (44) (&2 |. Per risolvere questo gioco (e I'esercizio
@) (72

proposto n.2 del paragrafo 1.1) in strategie miatgiamo

che una strategia mista per il primo giocatore & tgm
(P, P, 1-p,—p,) con p,p,=0e p, +p, <1, mentre una
strategia mista per il secondo giocatore @,1-q,) con
q, J[01]. Con semplici calcoli si ha:

¢(p;0) =2p,0, +7p,0, —2p, —6p, —4q, +7. Per ogni
fissatoq, D[O:L] possiamo applicare la proposizione 2.1.
Quindi calcoliamog (0,0;0,) =7-4q,, ¢L0;q,)=5-2q, e
¢(OLq,)=1+3q,.

Confrontando tali valori dp deduciamo che:



7-4q, seq, {O; g}
1+3q, seq, ] }7 1}

Per quanto riguarda il secondo giocatore troviamo:
‘/I(p; q) = (3p2 +2p1 _l)ch + 2_2p1'
Da cio deduciamo che:

u(p) = 1+3p, seplU e3p,+2p, =1
= 2-2p, seplOU e3p,+2p >1

Lasciamo al lettore studente il compito di completa
I'esercizio constatando che gli unici equilibri Nash sono

dati dalle coppie di strategie pufe;;y, )e (X,;y, - )
ESERCIZI PROPOSTI

Determinare gli equilibri di Nash in strategie mistlei

seguenti giochi:



1 ((1'0) (0;—1)j
oy (©

SH (X 1), (X1 Y2) }-
Notiamo che da tale esempio si deduce che due &oppi
distinte possono consentire gli stessi risultair, @ssendo una

sola delle due equilibrio di Nash.

2) ((1-2) (3;1)]
2D @4

6

3) ((0;3) (4;2)j
W G

S={ (x,;(q, 1— 1)) talicheq, 0[01]}.



S=

0]oaf}
ichep,
Jtalic
) Y1
- b
1
O{((p,
D[oa]}
licheq,
))ta
-q
1
(0
(%
1) (0;—5)5)j
or L0
2 (G0)

1)}
(G
) Iicheqlm[o;ﬂ}m
ta
S:{(Xz;(qll—ql)

o (% ¥2)}-
S_



CAPITOLO 3: COMPLEMENTI.

Notiamo che, fino ad ora, abbiamo parlato di giooce,
abbiamo dato una descrizione piu 0 meno concreganom
abbiamo dato una definizione (formale) di giocoleitore
studioso si sara chiesto se il concetto di giocprienitivo
oppure no. Ebbene, nei limiti di questa trattazjoriesi puo

accontentare di questa definizione:

DEFINIZIONE 3.1: Si dice gioco ogni quaterna del tipo

G=(X,Y,f,g), oveX eY sono insiemi & e g sono funzioni

definite inXxY e a valori inO .

Ovviamente la sola definizione formale (anche sentiene
tutto cio che formalmente serve”), senza le comsmieni

svolte nel libro di teoria e nei capitoli precedgetdice poco”.



Dopo aver soddisfatto questa curiosita, ci appaesti a
soddisfarne un’altra: & noto un teorema che agsicur
I'esistenza di un equilibrio di Nash? Per vederddssfatta
tale nuova richiesta, il lettore si predisponga aggre un
prezzo piu alto (in termini di tempo e di impegno).

Per cominciare, dobbiamo considerare la segueriiteiziene

di funzione concava:

DEFINIZIONE 3.2: Si dice che la funzionk, definita in una
parte convess® di 0" e a valori in[J & concava, se e solo
se, per ogni P e Q 0Q e tOfo1 risulta:
I[tP + @-t)Q] = tI(P) + @-1)I(Q); si dira convessa se e solo

se la funzione-1 & concava.

Notiamo che sd €& una funzione lineare, come si deduce

subito dalle definizioni, allora € sia concava chavessa.



Solitamente il problema di comprendere se una fietaone
e concava risulta poco agevole mediante la de@inei

Vi e, pero, un criterio che permette spesso dilvese il
problema facilmente; lo enunciamo prima per le fanizdi
una variabile e poi per le funzioni di due varial¢@dvitando
una formulazione generale conN perché nel nostro

contesto rappresenterebbe solo un’inutile compiires).

PROPOSIZIONE 3.1.
Sial una funzione definita in un intervallodi O e ivi dotata

di derivata seconda continua. Allodr& concava se e solo se

1"(x)< 0 OxOl



PROPOSIZIONE 3.2.

Sial una funzione definita in un convesso Idf e ivi dotata

di derivate parziali seconde continue. Alldra concava se e

(ady = (1)5)(%Y) 20

(% y)<0 Jean bl

solo se{

Inoltre, abbiamo bisogno della nozione di insiensenpatto

in O".

DEFINIZIONE 3.3: Sia X un sottoinsieme dil"; diremo
che X e compatto se e solo se X é chiuso (cioe pgnio di

accumulazione di X appartiene a X) e limitato (ceséste un

cerchio aperto dil" che lo contiene).

A questo punto siamo in grado di enunciare unawees
semplificata del teorema di Nash (in realta esistosultati di

esistenza piu generali ma esulano dagli scopi gpedaente



trattazione) nel caso in cXié un sottoinsieme dii™ e Y &
un sottoinsieme dil" con m,nJN.

Denotati conG =(X,Y, f,g) un gioco, per ognyJY con
H, la funzione definita ilX daH (x) = f(x;y) e per ogni
xO X conK, lafunzione definita ity da K, (y) =g K;y),

sussiste il seguente:
TEOREMA 3.1 (di Nash)

SeXeY sono compatti e convessi g sono continue e se

per ogni(x;y) X xY le funzioniH, e K, sono concave,

allora esiste un equilibrio di Nash.

Ora siamo “quasi” in grado di dimostrare che unildayuo di
Nash in strategie miste esiste sempre. A tal fiokimo

strumento di cui abbiamo bisogno ¢ il seguente:



LEMMA 3.1
Sial una funzione definita i O 0" e a valori inOd e siaT
una parte dil. Sel e continua €Q e T sono chiusi, allora

linsieme | *(T) ={w0Q taliche I(w)OT} & chiuso.

DIMOSTRAZIONE

Sia a un punto di accumulazione di* T( § quindi & di
accumulazione anche peiQ; inoltre, poichéQ é chiuso,
allQ). Dobbiamo provare cheOl™(T) cioél(a)OT Se
supponiamo, per assurdo, clh@)OT , allora, poichéT é
chiuso,l(a) non € un punto di accumulazioneTdie quindi
esiste un intorna di I(a) tale cheJ nT =0. Poichél e
continua, fissato I'intornd di I(a) esiste un intornd di a
tale chebdl n Q= 1(b)0J . Dettoc un punto dil n 1™ T )

( certamente esistente perché a €& di accumulazpmre



I™(T)) si ha, quindi, I(c)O0JnT, contro il fatto che

JnT=0.

A questo punto, con le notazioni del Capitolo Zasi

TEOREMA 3.2

Il gioco G= V.V, f,g) ammette equilibri di Nash.

DIMOSTRAZIONE

Poiché l'intersezione di due chiusi & un chiusd, ldenma
precedente si deduce chkee V sono chiusi. Inoltre, tenuto
conto che l'intersezione di due insiemi limitatua insieme
limitato e che l'intersezione di due convessi écanvesso, Si
ha cheU eV sono compatti e convessi. Tenuto conto di tutto
cio e del fatto che una funzione composta da fumzio

elementari € continua e del fatto che una funziomeare e



concava, si deduce che e lecito applicare il tearedinNash,

da cui la tesi.

Utilizzando le notazioni del capitolo precedentepalstriamo

la seguente proposizione, “promessa” nel capitotistto.

PROPOSIZIONE 3.3

La coppia (x;y;) (coni D{L...,m}, j D{L...,n}) € un
equilibrio di Nash del giocds =(X,Y,f,g) se, e solo se, é
un equilibrio di Nash del gioc& = U ,V,4,0).
DIMOSTRAZIONE

Sia(x;;y;) un equilibrio di Nash del giocoG. Allora
f(x;y;) = f(x,;y;) per ognihD{l...,m} e quindi, OpOuU

si ha:

B(PY)) =3 Py F06:y) S T0GY)Y By = F(x3Y) = 9(X:Y)



Procedendo in modo analogo si dimostra che per g@iv
risulta g/ (x;; ) <@(x;Y;)-

Inversamente, siéx;y;) un equilibrio di Nash del giocé.
Poiché X JU eY OV allora si ha:

FOGy;) = o(xy;) = maxp(py,) 2

maxg(x y;) =maxf(xy;) da cui f(x;y;)=maxf(xy;)

e, analogamenteg(x;; y;) = rr))D%xg(xi :y), da cui I'asserto.

Per “familiarizzare” con le ipotesi del teoremaNiash ( la
versione di questo teorema qui presentata), anmabaz alcuni
esempi allo scopo di verificare se sono soddisfatteeno le

ipotesi del teorema.

ESEMPI:
1.3) X =[12 Y =[-11] f(xy)=-x*+xy

g(xy) =1-¢e”.



Ricordiamo che le ipotesi del teorema di Nash oson
soddisfatte se:
a) XeYsono compatti e convessi;

b) f eg sono continue;

c) OydY H,:xOX - f(xy) e concava e
OxOX K, :yOY - g(x y) é concava.

Tenuto conto che per ogniJY la funzioneH, e una

funzione di una sola variabile, per la proposizidé,

basta mostrare che, per ognyY, H (x)<0 in X,

analogamente per la funziore, .

Nel nostro esempio si ha :
a) XeYsono compatti e convessi;

b) f eg sono continue;
c) OyOY H, () =-x*+xy, H,(x)=-2<0, quindi

OydY lafunzione H, e concava,; analogamente



OxOX K (y)=1-¢Y, K. (y) =-x’e¥ <0, quindi
OxO X lafunzione K, é concava.

Si verificano le ipotesi del teorema di Nash.

23) X =[-11] Y =[- 20| f(xy)=yx®+2x

g(xy) =y’ +xy.

Le (a) e (b) si verificanoH;(x) =2y<00OydY quindi
OydY lafunzione H, € concava, ma K, (y)=2>0,
dunqueK, non e concava ( €, addirittura, convessa). Dunque

non si verificano le ipotesi del teorema di Nash.

3.3) X =[0d] Y ={(t;y):tO[- 1], y O [oa}
f(xt;y)=—x>+2xt+y*+ 3

g(xt;y) = 2x* +3xy — 4t* +1.



Le (a) e (b) si verificanoH .., (X) = -x* +2xt + y* +3 &
una funzione della sola variabdeinoltre

H ., (X) ==-2<0 0(t;y) OY, dunque & concava. La funzione
K, (t;y) = 2x* +3xy — 4t* +1 & una funzione di due variabili;

quindi, per verificare se e concava, dobbiamo a##re la

prop. 3.2. Per semplificare le notazioni scriviardgt; y) al
posto di K, {y) Si ha Kty =-8<0 e

(KK, = (Ky)?)(t; y) =0 per ognix[ X, dunque & concava.

Si verificano le ipotesi del teorema di Nash.

4.3)X ={(xt): xoO[od],t O[- 10}
Y ={(zy):z0[12] yo[-11]
f(xt;zy)=-x>-2xz-t*>+zy

g(xt;zy)=-z"+2xt+1-z+y.



Le (a) e (b) si verificano; ad entrambe le funziatefinite da
H(z;y)(X;t) € K(x;t)(Z; y)

possiamo applicare la proposizione 3.2. Infatti nasa
notazioni “semplificate” analogamente a quanto ofatt

nell’esercizio immediatamente precedente , si ha:
H, (xt)=-2<0, (H,H,—(H/)?)(xt)=4>0
O(zy)OY; K,(zy) =-2<0, (KK, —(K,)*)(zy)=0

O(x;t) 0 X . Si verificano le ipotesi del teorema di Nash

ESERCIZI PROPOSTI

Vedere se si verificano le ipotesi del teorema disiN nei
seguenti casi:
1) X =[-10] Y =[12] f(xy)=-x"+y?

g(x y) = —xlogy + x*



S:si

2) x =[23 Yy =[og] fxy)=yx*+y
9(xy) =xy

Sno (H, non & concava)

3) X =[og] Y =[02] f(xy)=-x*+xy*
g(xy) = —y® +2x

S:si

4) X :[0,]] Y:{(t;y):tD[— 2;0],YD[—1;]]}
f(X;t;Y):2X2+3xy—4t2
gxty) = x>+t -4y’ + 1

Sno (H, eK, non sono concave)



5) Mostrare che negli esercizi proposti del parigfal solo
nei numeri 2, 5, 6 e 28 sono soddisfatte le ipalesieorema

di Nash.

6) Mostrare qualche esempio di gioco, nel casoXd Y
infiniti, che pur non verificando le ipotesi delotema di
Nash, ammetta equilibri di Nash. ( Sugg.: vederesgércizi

proposti precedenti e quelli del paragrafo 2.1).



Esponiamo, adesso, usando le notazioni del capitolo
precedente, la dimostrazione dgll@posizione 2.1

Poniamo M =maxc, talichei O{1...,n}} e
J={iD{L....n} talichec, =M}. Owviamente linsieme J &

non vuoto.

Distinguiamo tre casivl <0, M =0 eM >0.

Sia M <0.

Allora, per ognix A, risulta:

C X +...+C X, +Cpyy S Cpy-

n+l —

Da cio e dal fatto che nell'origineO la funzione
r(x) =(cx+c,,,) vale c., si deduce che il punt® é
punto di massimo.

E’ facile constatare che negli altri punti ®ila funzione

suddetta & minore di_,, e quindiw ={O}.



Allora, per avere la tesi, ci basta provare e l'unico
punto di massimo, ma cio e evidente poiché, essevide0,
si ha:

CX *..¥C X, +C,; =Cpy = X =...=X, =0.
SiaM =0.
Allora, per ognix [ A, risulta ancora:

C% *+...+C X, +C,y SCp.y.

E’ facile verificare che tra i punti dv la funzione
r(x) =(cx+c,,,) valec,,, inOe nei puntiA conriJ. Si
deduce cheW & rlinsieme {O,A talicher 0J} e che tali

punti sono punti di massimo. Siang, ,...,A i punti di W

distintidaO e g,,...,5,,, numeri non negativi e tali che

h+1
z,[a’izl. Calcoliamo il valore della funzione
—

7(X) = (X +C,.,) Nel puntoP = BA +...+ B, A +,,0:



Crlﬂl + Cn+1ﬁ1 + Crzﬂz + Cn+1ﬁ2 Tt Crh ﬁh + Cn+1ﬁh +

+ Cn+1ﬁh+1 = Cn+1

h+l
perché r0J=c =M =0 e perché) B =1.

i=1
Se ne deduce che é punto di massimo.

Inversamente si& = (x,...,X, in punto di massimo.
Allora c¢x +...+c,X, +C,,, =C,,, dacuicx +..+c,x, =0

e, quindi, dalla definizione di e daM =0, » ¢x =0.

i0Jd
Poiché x, =0 perogniil{l...,n} se ¢ <00iOJ,
quest’ultima uguaglianza implica =0 perogni i JJ

Allora P=Y"xA e, poiché, oviamentePOA, ) x <1

i0J i0J

cioé 1->x 20. Dunque, daP =) xA +(1-> x)0,

i0Jd i0Jd i0J
segue la tesi.
SiaM >0.

Allora, per ognix[JA, si ha:



CX, +...tC X, +C, SMX +...+ MX, +C.,, =
=M(x, +...+Xx,)+C,,, <M +cC_,.

n+l —

Ragionando come nei precedenti casi, si constaeoagente

cheW e costituito dai puntiA, conrJ, che detti punti

sono punti di massimo e che de#y,...,A, i punti diW e

h
Bi,....B, numeri non negativi tali chez,é’i =1, il punto
i=1

h
P = ZﬁiA e punto di massimo.

i=1
Inversamente siaP = (x;,...,X, Qn punto di massimo.
Allora ¢ x +...+c,X, +¢c,,, =M +c.,, da cui
CX t..tc X, =M.
Se esistessel1J con x >0 allora si avrebbe che, scelto
kOJ, dettoQ il punto (y,,...,y, ) tale che
x, sej O{i,k}

y; = Osej =i
X, +X% sej=k



si avrebbe cheQ O A perché POA e che, tenuto conto di
c <M ec =M,

cy, *..tc,y, +C,, = CX +...+C X, +C,, +C X —CX =

=M +c,,, +x(M -c;)>M +c,,, contro il fatto cheM +c,,

e il massimo.

Dunquex, =0 perogniiJJ .

La tesi ora segue procedendo come nel caso preeeden

Concludiamo questo libretto presentando un modo per
determinare gli equilibri di Nash in strategie raistel caso
particolare in cui entrambi gli insienXie Y sono costituiti

da due strategie (pure). Sia

(a;by)  (a,:by,)
((aﬂ: b,,) (azz;bzz)j

la matrice che definisce il gioco.

Le funzioni¢ e ¢ sono date da:



$(p;a) =(a,; —a, —a, +ay)p,0 +
+ (alz - azz) p, + (321 - a22)Q1 ta,, €

¢(p;a) =(b, —b, =b,, +b,,)p,q, +
+ (b12 22) pl + (b21 22)q1 + b22'

Poniamoa =a,; —a,, —a,, +a,,,
y=a,,—a;,, f=b,-b,-b, +b,, 0=b,, —b,, e siano

p., conildN el<i<9 le parti del piano cartesiarmOy
definite come nella figura 3.1 ( analoga rappressphe vale
perr,, conilN el<i< 9 nel pianofOJ con S 0er; al
posto rispettivamente dr,y e p, ). A questo punto riportiamo

i risultati in tutti i casi possibili; per non “appantire”
ulteriormente le pagine che seguono, abbiamo italigk

equilibri di Nash in strategie miste non come sheestato

corretto e cioé nella formfp, 1- p,),(q, 1-q,)) ma nella

forma piu breve(pl,ql).



FIGURA 3.1
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P, n 75 = S={(om):
P, n 7= S={0}x[o1].
p, n 1, = S={(00}}.
p, n 1, = S={0}x[0d].

p, n 7, = S={(01)}.

psn 1, = S=[omx {1
o, n 1, = S=[02]x{0}.

pyn 1= S=[01]x[01]

1)
,n7,=S= |=1|x{1}0
PR M{}

{5 oo



Py 0 7, = S={0}x[07] 0 Joa] x{1
psn 7, = S=[0x{o} O {}x[o1]
0, n 1, = S={0} x[01] O ]oa] x{a}.

ps 0 7o = S=[01[ {1} O{}x[o1]

p, 0 1= S={(11)}.

o, n 7, = S={(c0)}.






ps 0 1, = S={(L).
o 0 7, = S=[01]x{d}.

ps 0 75 = S=[01]x{0} 0 {i} x[o1]

Py T, = S= :o;g}x{o}u{(n)}.

K
s N T =>S=|—1|x0.
Ps N Ty = _ﬂ}{}

ps N 7o = S={(0,0;(L)}.



ps 0 7, = S=[01x{o} 0 {1} x[01]
ps 0 15 = S=[01]x{0}

PN Ty = S:{l}X[O;l].

p 01, = S=[01]x{1
p, n 1, = S={(00)}

pq 0 15= S={0px[01] 0 o] x{3).

p, 07, s={(00}0 {g :L} {1

p, n 1, = S={0}x[o1]

pr 0 1o = S=[01]x{1}



ps 0 7, = S={(0}
Py 1 7, = S=[01] {0}
2, n T, = S={0} x[01] O ]oa] x{a}.

o
S=|0— [x0r.
punr =505 (0

py 013 = S={(01)} 0 {% a}x{o}.

Py 0 7 = S={0}x[0]
05 N T, = S=[02] x{0}
ps 0 7, = S={0}x[01] 0 ]oz] x{d}.

ps 0 1, = $={(01);(20)}

ps 0 7, = S=[01]x{1}
ps 0 7, = S={(L0)}

ps 01 73 = S=[01] < {1 0 {1} x[o1]



Py NT,=>S=

Py 732> S= o;g}{ 0{(ao)

ps 0 7 = S=[01]x{1}
Py N T, :>S:{1}><[O;1].
Py 0 75 = S={(07);(10)}

ps 01 7o = S=[0]x {1} 0 {1} x[o1]

Risolviamo, adesso, gli esercizi proposti 1,2,3deMCapitolo
2, usando l'ultimo metodo esposto.

Per quanto riguarda I'esercizio 1 silma=1,y =0,5=10 =0.
Da cio e dalla figura 3.1 si deduce che il risultah cercato
nella tabella in corrispondenza g n 7, Cosi si ritrova il
risultato dato nel Capitolo 2. Analogamente sDKENO |

risultati dati nel Capitolo 2 tenendo conto che:



per quanto riguarda I'esercizio 2 risulta:
a=-3y=-2,=4,0=3 equindi interessa il caso, n 7,
per quanto riguarda I'esercizio 3 risulta:
a=0,y=1£=10=0 e quindi interessail caso, N 7, ;
per quanto riguarda I'esercizio 4 risulta:

a=0,y=0,6=20=0 e quindi interessa il caso, n 7,
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