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INTRODUZIONE

Questo testo nasce solo per rendere più agevole la prova scritta di Matematica Generale agli studenti del Corso di Laurea in Economia Aziendale all’Università di Salerno che non si sono immatricolati quest’anno e che non optano per il nuovo programma. 

L’idea di fornire questo strumento come aiuto agli studenti è recentissima. Allora si è posto il problema di scegliere tra le seguenti due possibilità: prepararlo rapidamente in modo da renderlo disponibile fin da quest’anno accademico a scapito della completezza  oppure prepararlo nel miglior modo che ci è possibile ma renderlo disponibile solo dal prossimo anno accademico. Tenendo presente la ragione per cui è nato, abbiamo scelto la prima possibilità. In pochissimi giorni siamo riusciti a consegnarlo pronto al CUSL che ringraziamo per la celerità con la quale a sua volta ha provveduto a stamparlo. Con il testo abbiamo centrato lo scopo prefissato. Gli studenti che riusciranno a capirlo non avranno difficoltà a superare la prova scritta. D’altra parte, nel contempo, è doveroso precisare che il lavoro è ben lontano dall’essere un testo completo. Inoltre non è una “guida di prima lettura” nel senso che va studiata dopo o contemporaneamente al testo del Prof. Provenza (Lezioni, complementi ed esercizi di Matematica Generale). Infine la sua brevità ha comportato un linguaggio snello ma non comune, come più avanti sarà precisato. Tuttavia è consigliato anche a tutti quegli studenti che vogliano esercitarsi sugli argomenti di analisi proposti. Adesso è il momento di dare ai lettori studenti le informazioni che li interessano. Gli esercizi che saranno proposti in sede di esame saranno molto “simili” a quelli qui presentati (e in alcuni casi addirittura identici). Si tratta, per la gran parte, di esercizi molto semplici. Per superare la prova scritta il candidato dovrà non solo svolgerli correttamente, ma anche giustificare in modo preciso tutto quello che esegue. Per questa ragione si consiglia di studiare non solo le formule e i calcoli che conducono al risultato, ma anche le frasi che li spiegano. Dopo aver compreso nella sua interezza  il breve contenuto del testo, lo studente provi a risolvere gli stessi esercizi con funzioni “somiglianti” ma non identiche a quelle qui usate. Se ciò gli riesce e se ha imparato ad usare un linguaggio adeguatamente rigoroso allora è in grado di superare l’esame. Un ultimo grande aiuto: questo testo può essere consultato durante l’esame; quindi meno sforzi di memoria, un po’ più di riflessione. Buon lavoro a tutti. 

P.S. Ringraziamo il prof. Antonio Capezzuto per la sua generosa e competente collaborazione. 

AVVERTENZE

Per non appesantire formalmente il linguaggio e per brevità, abbiamo numerose volte usato espressioni del tipo: “la retta 
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”, ed altre similmente non precise, ma che, grazie al contesto, rendono comunque l’idea di ciò che si sta trattando.
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CAPITOLO 1

In questo capitolo vengono svolte alcune prove tipo quelle proposte allo scritto. Molti quesiti sono simili, ma svolti per funzioni diverse.
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Sia f una funzione derivabile nell’insieme dei numeri reali e non costante, scelta a piacere.

1) Si indichino un insieme in cui f ammette sia minimo che massimo assoluti ed un insieme in cui la funzione non ammette il massimo assoluto, ma ammette il minimo assoluto.

2) Si determinino le eventuali intersezioni del grafico della funzione f con quello della funzione valore assoluto di x.

3) Detta g una primitiva di f, si calcoli il codominio delle funzioni f+g e fg.

4) Si scelgano, a piacere, un punto del grafico di f ed uno del grafico di g. Si determini l’equazione della retta perpendicolare al segmento avente per estremi i due punti precedentemente scelti e passante per il punto medio del segmento.

5) Si calcolino gli eventuali punti di discontinuità, precisandone la specie, della funzione rapporto tra le funzioni f e g.

6) Si esibisca un esempio di funzione continua in (, ma non derivabile in un punto di  (, il cui grafico non interseca quello di f.

7) Si determini una funzione h tale che i grafici di f e di h abbiano nel punto di ascissa x=0 la stessa retta tangente.
SOLUZIONE

Scegliamo f(x)=2x2+5x+3, la quale è derivabile in (, infatti f’(x)=4x+5, che è definita in (.

1) Ricordiamo che x1 è punto di massimo assoluto per f nell’insieme A se f(x1) ( f(x) ( x ( ( e x2 è punto di minimo assoluto se f(x2) ( f(x) ( x ( (. Se ( è un insieme costituito da un numero finito di punti, allora esistono il minimo ed il massimo di f in (. Se ( è costituito da infiniti punti, allora una condizione sufficiente per l’esistenza dei punti di minimo e massimo assoluti ci è data dal teorema di Weierstrass, che afferma: se f è continua in un insieme chiuso e limitato, allora , in tale insieme, ammette minimi e massimi assoluti.

 Per risolvere la prima parte del quesito, allora, basta scegliere (((1,2,3(, oppure (((0,1( ed applicare il teorema di Weierstrass. Per la seconda parte, ricordiamo che se f’(x0) ( 0 allora f è strettamente crescente in un intorno di x0, mentre se f’(x0) ( 0 allora f è strettamente decrescente in un intorno di x0.

  Da f’(x)(4x+5 segue f’(x) ( 0 per x ( 
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,+(( è strettamente crescente e quindi lo è, per esempio, anche in (10,+((. Quindi in (10,+(( la funzione ammette minimo assoluto (per x(10), ma non ha massimo. (Notiamo inoltre che se f è continua in un punto x0 ed è strettamente crescente in (x0,+((, allora f è strettamente crescente in (x0,+((; quindi avremmo potuto ragionare anche sull’intervallo (
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2) Bisogna risolvere l’equazione 2x2+5x+3((x( equivalente a

(a) 
[image: image8.wmf]î

í

ì

³

=

+

+

0

x

x

3

x

5

x

2

2

  
[image: image9.wmf]U

  (b)
[image: image10.wmf]î

í

ì

£

-

=

+

+

0

x

x

3

x

5

x

2

2


Il sistema (a) non ammette soluzioni, mentre le soluzioni del sistema (b) sono:

x1(
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 e x2(
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 e sostituendo in y((x( si ottengono i punti

P
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3) Ricordiamo che g è una primitiva di f nell’insieme ( se ( x ( ( g’(x)(f(x). Se ( è un intervallo, allora, per un corollario del teorema di Lagrange due qualsiasi primitive di f differiscono per una costante.

Calcoliamo 
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 e scegliamo c(0. Quindi g(x)(
[image: image16.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]x

3

x

2

5

x

3

2

2

3

+

+

.

Ricordiamo inoltre che, detto A il dominio di una funzione f, il codominio è C((f(x) tale che x ( A(. Il codominio è, in particolare, un sottoinsieme di (, diversamente dal grafico di f che è l’insieme delle coppie (x,f(x)) al variare di x nel dominio e quindi è un sottoinsieme di (2.

Posto h(x)(f(x)+g(x), avremo h(x)(
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. La funzione h è derivabile in (, quindi continua, inoltre 
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. Per il teorema di Bolzano (una sua generalizzazione agli insiemi non limitati), il codominio è (. Posto t(x)(f(x)g(x) con considerazioni analoghe, si ha che anche il codominio di t è (.

4) Prendiamo un punto del dominio di f, per esempio x(1 si ha f(1)(10. Quindi il punto del grafico di f scelto è P(1,10). Per g scegliamo x(0 si ha g(0)(0 e quindi Q(0,0).

Ricordiamo che, dati i punti A(x1,y1) e B(x2,y2), il coefficiente angolare della retta passante per A e B  è  
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  (supposto x2(x1, in caso contrario non esiste il coefficiente angolare della retta). Il punto medio del segmento di estremi A e B è 
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, l’equazione del fascio di rette di centro C((,k) è, in forma esplicita,  
[image: image23.wmf]k

x

m

y

+

l

-

=

)

(

 e due rette non verticali sono perpendicolari se e solo se, detti m ed m’ i loro coefficienti angolari, mm’(-1.

Per quanto detto si ha 
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L’equazione della retta cercata è:
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5)Ricordiamo che: sia x0 un punto del dominio, f è continua in x0, per definizione, se x0 è un punto isolato, oppure se x0 è un punto di accumulazione per il dominio e se 
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; altrimenti f non è continua in x0.

Quindi per dimostrare che f è continua in x0 è necessario che x0 appartenga al dominio, inoltre:

a) se x0 è punto isolato allora f è continua in x0,

Esempio:
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  il dominio di f è 
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, x(-3 è un punto isolato, dunque la funzione è continua in x(-3.

b) se x0 è di accumulazione allora si deve calcolare 
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Esempio: 
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 cioè  per ogni intorno J(2) del punto 2 esiste un intorno I(1) del punto 1 tale che 
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Quindi 
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  che è un intorno di x0(1, infatti
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Per dimostrare che una funzione è continua in un punto x0 possiamo applicare qualche risultato, senza effettuare la verifica diretta. Per esempio i teoremi sulla continuità delle funzioni elementari, delle funzioni composte, sulla continuità delle funzioni derivabili, ecc..

Diremo che f è discontinua in  x0 se f non è continua in x0, oppure se x0 non appartiene al dominio ma è di accumulazione per esso. Si possono allora presentare i seguenti casi:

1) 
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dice punto di discontinuità di prima specie.

Esempio: 
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2) almeno uno dei due limiti 
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 non esiste

oppure è infinito.

In tal caso x0 si dice punto di discontinuità di seconda specie.

Esempio: 
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 e ciò basta per affermare che

x(0 è punto di discontinuità di seconda specie.

Esempio: 
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discontinuità di seconda specie.

Esempio: 
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 in questo caso non

esiste nessun limite, né destro, né sinistro, qualunque sia x0, cioè tutti i punti sono di discontinuità di seconda specie;

3) x0 non appartiene al dominio, è di accumulazione e 
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Esempio: 
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4) x0 appartiene al dominio, è di accumulazione e 
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Esempio: 
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Consideriamo 
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. Per determinare il dominio di h dobbiamo risolvere 
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, quindi x(0 è punto di discontinuità di seconda specie.

6) Consideriamo la funzione 
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 può essere derivabile anche nei punti in cui f si annulla, infatti se consideriamo la funzione 
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 coincide con f(x) ed è quindi derivabile in (), e cioè in 
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 ed analogamente per x(-1. Inoltre il grafico di f e quello di l non hanno punti in comune, infatti le ascisse di tali eventuali punti si ottengono risolvendo l’equazione 
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il sistema (1) è, ovviamente, impossibile. Dal sistema (2) si ottiene 
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7) Ricordiamo che la retta tangente al grafico di una funzione derivabile f in un suo punto P(t,f(t)) è 
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. Come funzione h basta prendere l’equazione della stessa retta tangente, infatti la tangente ad una retta è la retta stessa.

Sia f una funzione derivabile nell’insieme dei numeri reali e non  costante, scelta a piacere.

1) Si determini il codominio di 
[image: image92.wmf]x
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, quella il cui grafico passa per il punto P(0,1).

3) Si calcoli, utilizzando la definizione, la derivata della funzione valore assoluto di f, in un punto scelto a piacere.

4) Si calcoli l’integrale tra 0 e 5 della funzione valore assoluto di f; si determinino tre rette distinte che rappresentano funzioni che nell’intervallo suddetto abbiano integrale definito uguale a quello di f.

5) Si calcolino gli eventuali asintoti della funzione 
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6) Si determinino i valori di k per cui la funzione 
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 ammetta un punto di flesso in x(1.

7) Si determinino gli eventuali punti di minimo e di massimo di f precisando se si tratta di relativi o anche assoluti.

SOLUZIONE

Scegliamo la funzione 
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Per calcolare 
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Quindi una primitiva è del tipo 
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Detta F la primitiva cercata, poiché F(0)(c, allora c(1 da cui
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3) 
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Ricordiamo che f è derivabile in x0 se esiste ed è finito il
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Scegliamo x0=0, quindi consideriamo 
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4) Tenuto conto che i coefficienti del polinomio 
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Bisogna quindi calcolare 
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Posto 
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6) Ricordiamo che, per definizione, se 
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 allora f è convessa nell’insieme A, mentre se 
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, allora f è concava nell’insieme A. Ricordiamo inoltre che se f è derivabile in un intorno di x0 e se risulta 
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7) 
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Sia f una funzione derivabile nell’insieme dei numeri reali e non costante, scelta a piacere.

1)Si dimostri che la funzione 
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2)Si determini il dominio della funzione 
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3)Utilizzando la definizione, si calcoli la derivata della

  funzione f nel punto 2.

4)Si scelga un punto nel codominio della funzione f e si dia un

  esempio di insieme che non sia un intorno del punto, pur

  contenendo detto punto.

5)Scelti tre punti non allineati, se esistono, del grafico di f, si calcoli

  l’area del triangolo avente per vertici i suddetti punti.

6)Si esibisca, se esiste, un punto in cui la funzione valore

  assoluto di f non è derivabile; se un punto siffatto non esiste,

  se ne spieghi la ragione.

7)Dire se esiste un intervallo 
[image: image174.wmf][
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  del teorema di Rolle.

SOLUZIONE

Scelgo la funzione 
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Per la ricerca del dominio di 
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 dobbiamo risolvere il sistema:
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4) Scegliamo 
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Ricordiamo, inoltre, che se 
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Per quanto detto basta prendere 
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5) Scegliamo tre punti del grafico di f.
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Verifichiamo che essi sono non allineati determinando, ad esempio, la retta passante per due di essi e facendo vedere che essa non passa per l’altro.

Ricordiamo che se 
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Vediamo se passa per 
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 sostituendo le coordinate in essa:
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l’area del triangolo PQR, prendiamo il segmento PR come base e

calcoliamo la lunghezza:
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L’altezza è data dalla distanza di 
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Ricordiamo che, data la retta 
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Quindi, essendo l’equazione della retta PR:
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si ha: 
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6) Si ha 
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   Poiché abbiamo già osservato che 
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allora 
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la derivata è: 
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ed inoltre:
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e, poiché in –3 la derivata a destra è diversa dalla derivata a sinistra, la funzione valore assoluto di f non è  derivabile in  x(-3.

7) Dobbiamo trovare un intervallo 
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derivabile in ]a,b[ e tale che 
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Poiché la funzione è derivabile in 
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un intervallo 
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Si suggerisce la soluzione: dimostrare che esiste almeno 

un t ( ( tale che l’equazione 
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Data la funzione

[image: image241.wmf]x

x

x

f

-

+

=

3

)

(

2

.

1)Calcolare il differenziale di  f  in x = 1;

2)Scrivere una funzione polinomio di terzo grado il cui grafico

  passi per tre punti del grafico di f, scelti a piacere;

3)Determinare una funzione che, nel punto di ascissa x=0, coincida

  con la funzione f  e la cui derivata, nel punto di ascissa x=1,

  coincida con quella di f;

4)Detto p(x) un polinomio di secondo grado, scelto a piacere, e h

  la funzione  definita da h(x) = f(x) + x, determinare i valori

  di  h(p(x)) e  p(h(x))  per x1=0, x2=1 e x3=2;

5)Determinare gli eventuali asintoti della funzione rapporto tra

  le funzioni f ed h.

SOLUZIONE

1)  Poiché 
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  Il differenziale di  f  in  x=1  è  
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2)Scegliamo x1=0, x2=1 e x3=-1; avremo
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  quindi i punti del grafico  scelti sono P(0,
[image: image246.wmf]3

); Q(1,1)  e  R(-1,3).

  Consideriamo il generico polinomio di terzo grado P (x) = ax3+bx2+cx+d,

  bisogna risolvere il sistema ottenuto imponendo il passaggio per i tre punti,
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poiché le condizioni (cioè le equazioni) sono tre, mentre le incognite da determinare sono quattro e, poiché il polinomio si deve scegliere a piacere, prendiamo c=1, per cui otteniamo
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Quindi un polinomio di terzo grado il cui grafico passa per i

tre punti scelti sul grafico di f è 
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3)   Si ha : 
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Poiché le condizioni da soddisfare sono due, possiamo scegliere un polinomio di primo grado. Sia  g(x) = ax + b la funzione da determinare,  g(0)=b  e  g’(1)=a,  allora  
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4)   Si ha: 
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5)
Posto 
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La funzione t è continua in ( e quindi non presenta asintoti verticali.

Calcoliamo
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Calcoliamo
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Applicando la regola dell’Hopital si ha:
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Quindi le rette y = 0  e y = 2 sono asintoti orizzontali per la funzione t.

Data la funzione 
[image: image269.wmf])
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1) Calcolare il limite per x che tende a zero della funzione valore assoluto di f e verificare il risultato utilizzando la definizione di limite.

2) Calcolare il rapporto incrementale di f in un punto scelto a piacere.

3) Dimostrare che la funzione f non verifica le ipotesi del teorema di Rolle in nessun intervallo [a,b], con a e b positivi.

4) Determinare il codominio della funzione ( definita da 
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5) Determinare il numero delle soluzioni dell’equazione 
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SOLUZIONE

1) Si ha: 
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Dalla prima disequazione otteniamo 
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2) Scegliamo  x0(1.  Da cui 
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3) Per dimostrare che f non verifica le ipotesi del teorema di Rolle,

poiché 
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dimostrare che, qualunque siano  a,b positivi, 
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4) Si ha: 
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 e, applicando la regola di integrazione per parti all’integrale indefinito 
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Applicando il teorema fondamentale del calcolo integrale si ha 
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Dal limite notevole 
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Si può procedere anche nel seguente modo che consente di evitare il calcolo di integrali. Per il teorema fondamentale del calcolo integrale si ha: 
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5) Dobbiamo risolvere 
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non è mai verificata. Pertanto la funzione g(x) è strettamente
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1) Determinare gli asintoti di 
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2) Dopo aver dimostrato che f è una primitiva di 
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3) Per quale valore di k il punto 
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4) Dimostrare che 
[image: image319.wmf][

,

1

[

t

+¥

Î

"

, 
[image: image320.wmf]ò

ò

£

t

x

t

dx

e

dx

x

f

1

1

1

)

(

.

5) Sia 
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SOLUZIONE

1) Poiché 
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(applicando la regola dell’Hopital) 
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2) Per dimostrare che f è una primitiva di h, dobbiamo dimostrare che 
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. Poiché il dominio di h è ( (che è un intervallo), per un corollario del teorema di Lagrange, tutte le primitive di h sono date da 
[image: image329.wmf]c

)

x

(

f

y

+

=

, al variare di c in (.

3) Da 
[image: image330.wmf]1

x

x

2

2

2

2

e

)

1

x

(

x

1

)

x

(

'

f

+

+

-

=

 si ha 
[image: image331.wmf]0

)

x

(

'

f

³

 per 
[image: image332.wmf]]

1

,

1

[

x

+

-

Î

. Il punto di massimo si ottiene per x(1. Tale punto, poiché 
[image: image333.wmf]1

)

(

lim

=

=

-¥

®

x

f

x

 e 
[image: image334.wmf]1

)

1

(

2

1

>

=

e

f

, è anche assoluto, quindi dobbiamo prendere k(1.

4) Notiamo che entrambe le funzioni sono integrabili in [1,t] 
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5) Poniamo 
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CAPITOLO 2

In questo capitolo presentiamo semplici  esercizi riguardanti domini, limiti, derivate, integrali di funzioni composte da potenze, radici, esponenziali, logaritmi. È chiaro che lo studente che in sede di esame abbia difficoltà su questioni di questo tipo non può essere approvato. Per ragioni di brevità in questo capitolo esponiamo un ristretto numero di esercizi. Ciò non vuol dire che all’esame ci si debba aspettare gli stessi esercizi. Per intenderci facciamo un esempio:

se in questi esercizi figurano derivate di logaritmi ma non di esponenziali, ciò non significa, ovviamente, che in sede di esame al candidato non possa essere richiesta la derivata di un esponenziale.

1) Calcolare il dominio della funzione definita da 
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SOLUZIONE

È evidente che il dominio di f è l’insieme delle soluzioni del sistema 
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Poiché il codominio della funzione esponenziale 
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Ricordando che le soluzioni di un sistema di disequazioni sono date dalle soluzioni comuni a tutte le disequazioni del sistema, il dominio di f è l’insieme vuoto.

2) Calcolare il dominio di 
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SOLUZIONE

Il dominio di f è l’insieme delle soluzioni del sistema
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La seconda condizione è soddisfatta 
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L’ultima si può risolvere in questo modo:
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quindi il dominio di f è 
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3) Calcolare il dominio di 
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SOLUZIONE

Il dominio di f è l’insieme delle soluzioni del sistema 
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Si può notare che 
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Meno brevemente, ma con metodo più generale, si può procedere come segue. Risolviamo  
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Il primo di essi ha per soluzioni ]-(,-1] ( ]0,+([, il secondo 
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4) Determinare il 
[image: image367.wmf]x

x

x

x

-

+

-¥

®

1

lim

2

.

SOLUZIONE

Abbiamo la forma indeterminata 
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5) Determinare il 
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SOLUZIONE

Abbiamo la forma indeterminata +(-(. Dividendo e moltiplicando per x (supposto positivo) si ha
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. Si noti che abbiamo usato il limite notevole: 
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6) Determinare il 
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SOLUZIONE

Come è noto, possiamo sostituire al numeratore l’infinito di ordine superiore che vi figura ed analogamente per il denominatore. Quindi il limite dato è uguale a: 
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7) Determinare il 
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SOLUZIONE

Ricordiamo il limite notevole 
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 EMBED Equation.3  [image: image379.wmf]=
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. Il lettore provi a trasformare la forma indeterminata data ((0 nella forma indeterminata 
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8) Calcolare la derivata di 
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SOLUZIONE

Ricordando la regola di derivazione delle funzioni composte, le derivate delle funzioni elementari e la derivata del quoziente, si ha: 
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9) Calcolare la derivata della funzione definita da: 
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SOLUZIONE

Prima di eseguire la derivata ricordiamo che se 
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10) Calcolare 
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SOLUZIONE

Dalla formula 
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11) Calcolare 
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SOLUZIONE

Eseguendo la divisione tra i polinomi, deduciamo che l’integrale dato è uguale a: 
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Lasciamo al lettore la risoluzione del primo integrale. Per quanto riguarda il secondo, procediamo con il metodo della decomposizione in fratti semplici, dopo aver osservato che:
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Così si ha 
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12) Calcolare 
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SOLUZIONE

Per usare la formula richiamata nell’es.10 di questo capitolo ci servirebbe al numeratore 
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Segue facilmente che l’integrale proposto è uguale a:
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 Applicando a quest’ultimo integrale la formula
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13) Calcolare 
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Posto 
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14) Calcolare 
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Poiché
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si ha che l’integrale proposto è dato da: 
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15) Calcolare l’area delle regioni piane delimitate dalle curve di equazione:
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Risolvendo la disequazione 
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16) Calcolare 
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Posto 
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. Allora con il metodo di sostituzione l’integrale dato diventa uguale a: 
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ESERCIZI PROPOSTI

Calcolare il dominio delle seguenti funzioni:


[image: image437.wmf](

)

5

3

log

3

1

2

+

-

+

-

-

+

x

x

x

;
[image: image438.wmf](

)

x

x

2

3

5

log

+

-

-

;
[image: image439.wmf](

)

(

)

2

2

2

9

3

x

x

x

x

-

+

-

;
[image: image440.wmf]x

-

5

;
[image: image441.wmf](

)

x

x

1

4

2

+

;
[image: image442.wmf](

)

(

)

2

3

2

+

-

+

x

x

x

;

Calcolare i seguenti limiti:
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Calcolare le derivate delle seguenti funzioni:
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Calcolare i seguenti integrali:
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CAPITOLO 3

Concludiamo questo breve lavoro con i seguenti esercizi, molti dei quali sono di “natura teorica”, altri richiedono tecniche di calcolo un po’ più “sofisticate” di quelle dei precedenti capitoli. Il primo esercizio è risolto con un’esposizione che funge da esempio, per lo studente, di come si dovrebbe presentare il compito scritto in sede di esame. Altri, invece, sono risolti in modo “più snello”. In altri ancora ci siamo limitati a suggerire la soluzione.

1)Dimostrare che non esiste alcun polinomio P(x) tale che
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Supponiamo per assurdo che esista un polinomio P tale che


[image: image456.wmf][

,

8

[

  

)

(

+¥

Î

"

=

x

x

P

x

x

. Allora poiché la funzione 
[image: image457.wmf]x

x

x

e

x

log

=

 e

quindi è sempre diversa da zero, si ha 
[image: image458.wmf](

)

[

,

8

[

  

1

+¥

Î

"

=

x

x

x

P

x

.

Poiché due funzioni che coincidono in un intorno di  +
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Ne segue, tenendo conto del fatto che il limite di una costante

è la costante stessa, che 
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2) Sia f una funzione tale che 
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Dall’ipotesi si deduce che 
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3) Sia f una funzione tale che 
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Dall’ipotesi si ha facilmente che 
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4) Sia f una funzione derivabile in ( e siano a, b((0,(( con a < b. Sapendo che la retta passante per 
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La retta passante per 
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sono positivi, segue la tesi.

5) Calcolare l’area della regione di piano limitata dalle curve di equazione 
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Posto 
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si ricordi della formula di integrazione per parti, della formula
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tra polinomi, della decomposizione in fratti semplici, della formula
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immediati e della formula fondamentale del calcolo integrale.

6) Sapendo che f è una funzione che in un intervallo [a,b] verifica le seguenti condizioni:

a) l’equazione 
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b) esiste la derivata seconda di f, indichiamola con 
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Dimostrare che l’equazione 
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Generalizzare il risultato ottenuto, dimostrando che, se f è una
funzione che in un intervallo [a,b] verifica le seguenti condizioni:

a) l’equazione 
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Difatti consideriamo l’intervallo [x1,x2]; poiché esiste la derivata seconda di f in [a,b] allora f è derivabile (cioè esiste la derivata prima di f)  in [a.b] e quindi f è anche derivabile in [x1,x2]. Allora f è anche continua in [x1,x2]; inoltre 
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Per quanto riguarda la seconda basta osservare che il teorema di Rolle non richiede, necessariamente, che f(a)=0 e f(b)=0, ma solo che f(a)=f(b) ed applicare il ragionamento fatto prima ad ognuno degli intervalli 
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7) Per quali valori dei parametri a e b, la funzione definita da:
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Il dominio di f è ( e quindi 0 ne è un punto di accumulazione. Così la continuità di f in zero si ha se e solo se 
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8) Si dia un esempio di funzione che pur non verificando le ipotesi del teorema di Lagrange ne soddisfa la tesi nell’intervallo [0,1].
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Evidenziamo il fatto che un teorema (che non si può “invertire”) assicura che se sono soddisfatte le ipotesi, allora anche la tesi lo è, ma se le ipotesi non sono tutte soddisfatte, non è assicurato in generale che anche la tesi non lo sia (alcuni gravemente pensano così). In verità, quando non sono soddisfatte tutte le ipotesi, può verificarsi sia il fatto che la tesi è soddisfatta, sia quello per cui essa non è soddisfatta. Dal punto di vista della logica matematica se una proposizione A (ipotesi) implica una proposizione B (tesi), allora non A (negazione di A) non implica non B (negazione di B).

Suggeriamo la risposta al quesito. Si consideri 
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9) Calcolare 
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Ricordiamo i seguenti limiti notevoli: 
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10) Calcolare il dominio della funzione 
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SOLUZIONE

Il dominio di f è l’insieme delle soluzioni del sistema: 
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Esso è equivalente al seguente: 
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11) Una “persona percorre alternativamente un segmento rettilineo” AB, prima  da A verso B e poi da B verso A, senza fermarsi nei punti intermedi. In entrambi i casi cronometra il tempo impiegato, azzerandolo ad entrambe le partenze. Dimostrare che vi è un solo punto del percorso in cui il cronometro segna lo stesso tempo sia

all’andata che al ritorno.

SOLUZIONE

Sia f la funzione che ad ogni punto del percorso associa il tempo riportato dal cronometro durante l’andata e g l’analoga rispetto al ritorno. Posto h=f-g, si ha, evidentemente, 
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. Per la “comprensibile” continuità di h (infatti le funzioni f e g sono strettamente monotone, definite in un intervallo ed il loro codominio è un intervallo, quindi sono continue; allora anche h è continua, perché differenza di funzioni continue), allora, dal teorema degli zeri, segue che esiste un punto P interno al segmento AB tale che 
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12) Sia f una funzione continua in (. Provare che l’insieme 
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Sia 
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13) Si determinino gli eventuali flessi della funzione f definita da 
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Posto 
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. Dal teorema fondamentale del calcolo integrale e dalla formula di derivazione delle funzioni composte si ottiene: 
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Da ciò segue:

i) 
[image: image572.wmf]0

)

0

(

3

)

0

(

'

'

'

>

=

g

f

 ;

ii) sia x(0, quindi x(2x. Allora, poiché la funzione g è convessa in ]0,+([ e quindi 
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iii) sia x(0, quindi x(2x. Allora, poiché la funzione g è concava in ]-(,0[ e quindi 
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In definitiva abbiamo dimostrato che 
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14) Dimostrare che se 
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 ha almeno una soluzione appartenente all’intervallo aperto di estremi a,b.

SOLUZIONE

Ricordiamo il teorema di Cauchy: se f e g sono funzioni continue in [a,b], derivabili in ]a,b[, allora esiste un punto c, interno all’intervallo ]a,b[, tale che 
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 e applicando il teorema suddetto nell’intervallo di estremi a e b, con semplici conti si ottiene la tesi.

15) Dimostrare che se 
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i) il valore 
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ii) per x(1 si ha 
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, da cui la tesi della prima parte dell’esercizio. Per dimostrare la i) basta porre 
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