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Abstract. In this paper new classes of generalized-concawetifins are introduced and studied.
Moreover some properties about optimization areides.

1.Introduzione

E’ noto il ruolo importante che rivestono le funzigcalari concave e quasi concave generalizzate
in problemi di ottimizzazione, molti dei quali diteresse economico ( v. per es. [1-9]). In questo
breve lavoro, dopo aver caratterizzato le funzgmalari quasi concave generalizzate classiche piu
note ( v. per es. [3]) in termini di insiemi, grazad una nuova nozione di insieme convesso rispetto
a due insiemi, si introducono tre nuove classudizfoni quasi concave generalizzate, tutte distinte
dalle precedenti, se le funzioni non sono semioometisuperiormente (in breve, d’ora in avanti,
s.c.s.). Si migliorano, grazie a queste nuove cthdsnzioni, alcuni noti risultati di ottimizzaane,
anche nel caso in cui le funzioni siano s.c.s.t8diano queste nuove in ipotesi di s.c.s. e si
dimostra che solo una delle tre resta distintautte te altre, mentre nel caso di funzioni contifele
nuove introdotte coincidono con quelle classichal BModo con cui sono state definite queste
nuove classi si nota un modo naturale per intnoelalelle altre che potrebbero migliorare qualche
altro risultato di ottimizzazione. Il lavoro risaltcosi strutturato: nel secondo paragrafo si
caratterizzano in termini di insiemi sia le claksicche le nuove e si confrontano, nel terzo si
generalizzano alcuni risultati di ottimizzazionel quarto si studiano i casi particolari di s.@s.
continuita.

2 Risultati preliminari
In questo paragrafd denotera una funzione definita in un insieme cegeeX di 0", e a valori
in O.Innanzitutto caratterizziamo le proprieta dei segutipi di funzioni (vedere, ad esempio, [3]
per le definizioni):
e quasi concave (oppure, piu brevemente, qc);
» strettamente quasi concave (sqc);
e semi strettamente quasi concave (ssqc);
e semi quasi concave (seqc);
* quasi concave in senso esteso (qcse);
* strettamente quasi concava in senso esteso (sqcse);
attraverso gli insiemi:
L, ={xtalichef(x) = h}, S, ={xtalichef(x)=h}, T, ={xtalichef(x) > h}
e le loro chiusure.
Per fare cio premettiamo quanto segue.



Def. 2.1: Diremo che l'insiemA e convesso rispetto agli insieBieC
= xOB,yC et (01 = z=x+t(y-x)JA

SeA e convesso rispettoBae B diremo, piu brevemente, cldee convesso rispettoba

Def. 2.2: Diremo che l'insiemeA €& propriamente convesso rispetto agli insigni e C
= xOB,yC, x2y et (0 = z=x+t(y-x)JA

SeA é propriamente convesso rispetto B e B diremo, piu brevemente, cifeé propriamente
convesso rispetto .

Il risultato che segue €, per quanto riguardanptd”( vedere [7], per esempio); la prova delleealt
sue parti € immediata.

Prop. 2.1:
i) L, econvessohO[L se e solosé é quasi concava;

i) T € propriamente convesso rispettaSge L, OhOO se e solo sé e strettamente quasi

concava,
iif) Th, € convesso rispetto$, e T, OhOO se e solo seé semi strettamente quasi concava;

iv) L,& convesso rispetto$,e Tn, UhOO se e solo ské semi quasi concava;

v)co§ O L, OhOO se e solo sé & quasi concava in senso esteso;

vi) Th € propriamente convesso rispett&a hJ0 se e solo sé e strettamente quasi concava in
Senso esteso.

Ricordiamo che: dato un insierAgconcoAsi indica il piu piccolo convesso che
contieneA.
Adesso introduciamo nuovi tipi.

Def. 2.3:f & debolmente strettamente quasi concava in setespnes 'ITh e propriamente
convesso rispetto & Uh[ 0 cioé se e solo se

f(x)=1f(y), xzy,tO @O, z=x+t(y—-x) = Uz, - z taleche f(z,) > f (x)

UnIN.

Def. 2.4:f & debolmente quasi concava in senso estes@oS, 0 L, COhOO cioé se e solo se
f(x)="f(y), t0 (0D, z=x+t(y—-x) = Uz, - z taleche f(z,)= f(x) OnN.

Def. 2.5:f &debolmente semi quasi concava L, & convesso rispetto® e T, DhO cioé se
esolosef(y)>f(x),t0 (0D, z=x+t(y—x) = Uz, - z taleche f(z,)= f(x) OnON.

Nel diagramma 1 sono riassunte tutte e sole leidagibni esistenti tra i 9 tipi di concavita
generalizzata considerati.

Una parte dei risultati e degli esempi necessarppavarlo € gia nota in letteratura ( vedere &
esempio); della parte non nota in letteratura, rtipmo solo la seguente Prop.2.2 ed il seguente
Esempio 2.1 in quanto il resto € deducibile o baeate o con tecniche non distanti da quelle qui
usate.



Prop. 2.2
T, convesso rispetto & eT, UhO = coS§ UL, OhODO.

DimostrazioneSupponiamo, per assurdo, che eslstél] tale che coS, non sia contenuto illl_h.

Da cio segue che esistoxpy [ S, ed esistea [1 (0;1) tali chez=x+t(y—X) DL_h. Allora esiste un
numero reale positivo tale che, dett€ il cerchio di centra e raggior, si abbia Cn L, =0.

Denotato con mn il segmento intersezione tra il segmenTp e il cerchioC, si ha OsOmn,
f(s<h=f(x)=f(y). Sia s, Omn si ha XUTi) S USys) € quindi, per ipotesi,
S Hi(x—5)UTy, Ut (O e, analogamente,s,+t(y—-s,)UT,, Ut0(031). Dunque,
OuOmn, con u distinto da mn e S,, Si ha f(u)> f(s, ) Scambiando i ruoli ds, e u si
ottiene f(s,)> f ()e cio e assurdo.

Esempio2.1

2Xx— 2se 0< x<%
f0=4-2 sex=%
- 2X se%<xsl

Questa funzione verifica le def. 2.3, 2.4 e 2.5nNerifica le def. di gc, sqc, ssqc, seqc, Cseseq

sqc
/ v qc \
sqcse ssqc
/ L~
A 4 .
Def. 2.¢ qgcse seqc

Def. 2.4

Diagramma 1

A\ 4
Def. 2.5

A - B: siintende che la classe A & contenuta in gugll

3. Sui massimi locali e globali

In questo paragrafo si presentano alcuni risulteguardanti la convessita dell’insieme

S = {x 0 X tale che f(x) = max f (y)} in ipotesi “ piu deboli” e in ipotesi
yO X

diverse; ove le prove richiedenti solo applicazsemplici di definizioni non sono state riportate.

E’ noto il seguente teorema ([3] Teor.6.1, pag),4jui “tradotto” in termini di insiemi:



TeoremaA. Sia X 0 0" un insieme convesso e sfa X - 0

i) SecoS U L, UOhOO allora S e convesso.
i) SeTh é propriamente convesso rispett®@a OhOO e S#0 allora f ha un unico punto
di massimo globale

La (ii) si puo indebolire nel seguente senso:

Prop. 3.1. Se‘IThé propriamente convesso rispett@a Dh0 0 e seS# 0 allora f ha un unico
punto di massimo globale

Osservazione 3.1. L'ipotesi 'IThé propriamente convesso rispetto §§ [hOO puo essere

ulteriormente indebolita infatti, affinché da# [0 segua chef abbia un unico punto di massimo
globale & necessario e sufficiente chg00 , [S,|>1=T, 20 .

La convessita dbsi puo ottenere con ipotesi diverse da quella usdig

Prop.3.2. Se sono soddisfatte le seguenti ipotesi:

(a) coS0 L, OhOO

(b) perognisuccessioa x, convergeneaz , conf(x, )costante si haf(z) = f(x, )
alloraSe convesso.

Per brevitd omettiamo gli esempi che mostrano kcherificarsi di (a) e (b) non implica cleS, [
L, e viceversa che da$S,0 L, non si ottiene necessariamente la (b). Da cio selgeiéa Prop 3.2 e

il Teorema A non sono confrontabili.
E’ noto il seguente teorema ([3] Teor.6.2, pag) 4idi tradotto in termini di insiemi:

TeoremaB. Sel, & convesso rispetto& e T, Oh[OO allora sex € un punto di massimo locale
stretto esso e di massimo globale.

Questo teorema si dimostra in ipotesi piu debolme mostra la seguente proposizione:

Prop. 3.3. Se L_h e convesso rispetto& e Ty OhOO allora sex € un punto di massimo locale
stretto esso e di massimo globale.

DimostrazioneSupponiamo, per assurdo, che non sia di massimo globale, allora
[y talechef (y) > f (x).Dax0S;,, e yOTallora, 0t0 (07) sihache z=x+t(y-x) 0L,
cioé [x, L, talechef(x,) = f (x) OnON e x, converge az.Poichéx e un punto di massimo

locale stretto allordT positivo talechef(p) < f(x) Op O (C(x,r) -{X}), dove C & r ) e il cerchio di
centro x e raggior . Da z=x+t(y—-x) si ha z-x=t(y—-x) dunque d(xz)=td Xy ).
Prendendo

r

t<min(L 2d(xy)

),

si ottiene che



]
d <—.
(%2) 5

Poiché la successione converge &, [h, N taleche x, DCl(z,%) On=n,.
Allora
On=n, d(x,,x) <d(x,,2)+d(x2) <%+% =

cioe x, JC & 1) contro il fatto che f(x,)= f X ).
Ora, dal seguente esempio si puo dedurre che) te(iteorema A e il teorema B “sono stati

indeboliti” anche in situazioni in cub # O, infatti la funziond verifica le def. 2.3 e 2.5 ma non &
sqcse né seqc .

Esempio3.1
4x -5 se0<x<1

2 sex=1
-2x+1 sel<x< 3 ex#2
-5 sex=2

f(x) =

4. Con ipotesi di s.c.s. e continuita

In questo paragrafo si confrontano le definiziotlizzate prima nell'ipotesi chef sia s.c.s. Per

tali funzioni si ottiene che le definizioni 2.5 egg risultano equivalenti, cosi come le definizion
2.4 e sgcse, mentre non lo sono le 2.3 e qcse.ocB8apdo chef sia continua allora anche le 2.3 e

gcse risultano equivalenti.

Nelle due proposizioni che seguono, la cui provar@ediata, si supporfes.c.s.

Prop. 4.1.L, convesso rispetto & e T, se e solo sé, & convesso rispetto®, e Th.

Prop. 4.2.co$,0 L, se e solo seo$ 0 L, .

Il seguente esempio mostra che la 2.3 non € eguitehlla qcse, in generale, neanche nel caso in
cui f sia s.c.s.

Esempio4.1. Consideriamd, :[0;1] - [ cosi definita:

Ose x=0

f,(X) = l1se x=1

n(n+)x+n-1 1 1
se SX<=
n

2n(2n-1) n+l-
f, :[0;2] - O cosi definita:

a2 f€)sexoo
2(%) _{fl(z—x)sexD]l'Z]



f,:[2;3] - O cosi definita:

Ose x=2

fo(x) = 2se x=3
(n+H)x-2n-1 e 2+ 1 SX<2+1
2(2n+1) n+1 n

f, :[2;4] - O cosi definita:

¢ | fy &k)sexO[23]
«() _{f3(6—x)sexD]3;4]

Infine f :[0;4] - O cosi definita:

£ () = f, &)sexO[0;2]
(X)‘{n & ) se x(]2:4]

La funzione f cosi definita e s.c.s.'l'_h e propriamente convesso rispettoSa OhOO, ma
S, ={024}, T, =10:4[—{2}, dunqueT, non & propriamente convesso rispetts,a

Tenuto conto di quanto enunciato e di quanto gito o letteratura, adesso, si pud ottenere
facilmente il seguente diagramma 2:

Diagramma 2

f es.cs
sqc

v \

— >
sqcse qc ssqc
~ - |
Def. 2. v ] % v

\ qcse= Def. 2.4 seqc= Def. 2.5

Come anticipato all'inizio del paragrafo, inoltes ha:

Prop. 4.3 Se f e continua allora:

'ITh propriamente convesso rispett&a= T, propriamente convesso rispett®da

Dimostrazione Supponiamo, per assurdo, che,yS,, xzy,t0(0) ez=x+t(y—-x)0OT, .
Per ipotesizD'ITh e, poichéf e continua, si haf(z) =h. Per il teorema di Weierstrass e per la



prop.3.1, applicati al segmenty, esiste ed & unice, Oxy tale chex, e punto di max assoluto di
f su x_y Supponiamo, per fissare le idee, oqeﬂx_z. Ragionando come prima sul segmem
si ha che esiste ed e unigg punto di max assoluto di su z_y inoltre h = f(z) < f(x,) < f(x).
Applicando il teorema di Bolzano al segmentm si ha chellx, [ xz tale che f(x,) = f(x, )
Dunquex,,x; 0 S, , conXx, # X, e cio implica, per ipotesi, che, poickél x,x, ed & distinto sia

dax, cheda x,;, zOT,, . Perlacontinuita dif siha f(z) = f(x,) e cio e assurdo.

Dunque, in ipotesi di continuita, tutte le clasgome di funzioni definite coincidono con quelle gia
note.

Osservazione4.1.Nella prop. 4.3 non si pu0 indebolire I'ipotdsicontinuita con la semicontinuita
inferiore, come mostra I'esempio 2.1.

5. Eventuali sviluppi

In modo analogo a quanto fatto per introdurre leveufunzioni presentate in questo lavoro se ne
possono definire altre ( per €5, € propriamente convesso rispettdae S, ,T, € convesso
rispetto aT, e S, , etc.), le quali potrebbero migliorare qualcitro risultato di ottimizzazione.

L’elevato numero di varianti possibili e i consegtie€onfronti darebbero luogo, a nostro avviso, ad
un lavoro eccessivamente lungo. Per questa ragiomgiesto lavoro, ci siamo limitati a presentare
e a studiare solo le funzioni introdotte che aird@ gia fornito nuovi risultati di ottimizzazione.
Rinviamo ad un futuro lavoro l'introduzione e kondio delle altre che consentiranno di migliorare
altri risultati di ottimizzazione.
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