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1INTRODUZIONE

Sian un numero naturalé un sottoinsieme dio" ef una funzione definita iX e
avaloriinO.

In questo lavoro considereremo il seguente prollema

(P) max  f (x) .

Sono ben note le condizioni sulla funzidnehe, insieme con l'ipotesi di convessita
di X, sono sufficienti per garantire che I'insiemel@aloluzioni del problemdP], se

non € vuoto, é costituito da un sol punto. Piu igeroente, in [ ] si richiedeva la



stretta concavita di in [ CA] si indeboliva l'ipotesi su richiedendo che essa fosse
strettamente quasi concava in senso esteso, in

[ RA-TA ] si indeboliva ulteriormente l'ipotesi sti richiedendo che essa fosse
debol mente strettamente quasi concava in senso esteso.

In questo lavoro indeboliamo sia I'ipotesi di coss#a diX, sia chd siadebolmente
strettamente quasi concava in senso esteso.

Nel paragrafo 2 richiamiamo le definizioni e i fltsli suddetti gia noti in letteratura.
Introduciamo e studiamo l'ipotesi 3U e l'ipotesi suf rispettivamente nei paragrafi
3 e 4. Infine, nel paragrafo 5, dimostriamo il liato di unicita.

2. PRELIMINARI

Per ognihdO poniamo S, ={x0 X talichef(x)=h} e T, ={x0O X talichef(x)>h} e
per

ogni x,x, 0 X poniamos(xx,) ={x0 X talicheesistet 0]0:[: x = tx, + 1-t)x,} .
Richiamiamo le nozioni di concavita generalizzgitaintrodotte rispettivamente in |
CAlein

[ RA-TA].

Definizione 2.1

La funzionef é strettamente quasi concava in senso esteso se e solo se

X, % 08, ,% %% =s(xx) 0T, (2.1)
Definizione 2.2

La funzionef & debolmente strettamente quasi concava in senso esteso se e solo se

X% 08, ,% %% =s(xx,) 0 T, (2.2)



Adesso richiamiamo i risultati di unicita della gnbne del problemaP] gia
introdotti, rispettivamente, in [ CA] e in [ RA-TA

Proposizione 2.1

Se il problemaRl) ammette soluzioni, 9¢ € un convesso e e strettamente quasi
concava in senso esteso, allora il problemaR) ammette unica soluzione.
Proposizione 2.2

Se il problema®) ammette soluzioni, s& € un convesso e $ee debolmente
strettamente quas concava in senso esteso, allora il problema ) ammette unica

soluzione.

Osservazione 2.1

Come gia osservato in [ RA-TA ], ogni volta chepplicabile la prop.2.1 lo € anche
la prop.2.2; invece vi sono situazioni in cui leop2.2 € applicabile mentre la
prop.2.1 no.

3. INSIEMI DEBOLMENTE CONVESSI

In questo paragrafo introduciamo una nozione cheemgdizza quella di insieme
convesso.

Definizione 3.1

X e un insieme&lebolmente convesso se e solo se

X, % O X, X 2% =>s(xx)n Xz . (3.1)

E’ immediato provare le seguenti proprieta degiemi debolmente convessi.

Proposizione 3.1



i) SeX é convessalloraX é debolmente convesso;

i,) Se X e convesso & e debolmente convesso allorany € debolmente
convesso;

i,) SeX e finito ed e debolmente convesso allora la cardinalitX dion supera
1.
Osservazione 3.1
Circa la i,) si ha che esistono coppie di insiemi debolmentevessi la cui
intersezione non & debolmente convessa ( ad esempia /Q) 1{01}).
Sui,) si puo affermare che esistono insiemi debolmente/&ssi ma non convessi
(ad esempi®); mai,) e invertibile se si aggiunge l'ipotesi cie € chiuso, come si
desume dalla seguente proposizione:
Proposizione 3.2
SeX é chiuso e debolmente convesso alkra convesso.
Dimostrazione
Supponiamo, per assurdo, che esistonox;, x, 0 X tali che
Y ={t0foa]: tx, + @-t)x,} O [o1].
Sia tOfog]/y. PoichéX & chiuso esiste un intervallo aperto passantetpee
contenuto in[01]/Y.
Dunque e non vuoto l'insieme degli intervalli apestenti estremo sinistro minore di
t, estremo destro maggioretdie contenuti ifo1]/y. Siano m e M, rispettivamente,
I'estremo inferiore degli estremi sinistri e I'estno superiore degli estremi destri cosi

che [mM]ny=0.



Cio, tenuto conto del fatto ch€ e chiuso e quindi m,MY , contraddice I'ipotesi di
debole convessita .
Proviamo ora queste altre proprieta degli insieefialmente convessi.
Proposizione 3.3

i,) SeX/intX ha cardinalita non superiore a 1 ( in particolae siperto) allorX

e debolmente convesso;

i,) X & debolmente convesso se e solo se

X, % 0 X nFrX,x # X, = s(xx%)n X #; (3.2)

i,) Se X é debolmente convesso e Be e finito alloraX/E & debolmente

convesso.

Dimostrazione

i,) Siano x,x,0X con x #x,. Allora almeno uno dei due, per esempiq €

interno ax.

Postoz =tx, + L-t)x, siha [im z =X, , da cui l'asserto.

t-0
i,) nell'ipotesi ( 3.2 ), presix,x,0X con x #x,, S€ x,% JFrX si ha subito la
tesi; altrimenti si procede comeijn L’altra implicazione e ovvia.

i,) ovviamente basta dimostrare cke{P} & debolmente convesso qualunque sia
il puntoP. Se X {P} non fosse debolmente convesso allora esisterebhera X

tali che s(xx)n X ={P} e quindi s(xP)n X =0 contro il fatto cheX e

debolmente convesso.



Osservazione 3.2

L'insieme Joa0[23] prova che esistono insiei debolmente convessi e tali
che la cardinalita diX/intX supera 1.

Da i,) della prop. 3.2 si deduce cKee debolmente convesso se e solo se esiste
( e, ovwiamente, coincide coX) il piu piccolo insieme debolmente convesso
contenenteX..

Prima di studiare altre proprieta degli insiemi aleente convessi introduciamo
le seguenti definizioini:

Definizione 3.2

SiaB una parte diO

x, € unviceminimo di B se e solo se esiste un pumtdale chex, = min(B/x});
Definizione 3.3

SiaB una parte diO

X, € unquasiminimo di B se e solo se esiste un insieme firlto tale che

X, = min(B/E);

Sia s una qualunque semiretta inO", detta P, la sua origine, definiamo
I'applicazione:

®,:POXns- |[P-R

Ora si ha:

Proposizione 3.4

i,) SeX e debolmente convesso allora per ogni semisattad”, il condominio
dell'applicazioned, ( denotato corc(ed,)) € privo di quasiminimo;



i,) se per ogni semiretiin 0" il condominio dell'applicazione_é privo di
viceminimo alloraX & debolmente convesso.

Dimostrazione
i,) Supponiamo, per assurdo, che esiste una semgéital" di origine P, e un

numeroq che risulti quasiminimo di C(®,) . Allora, dettoE un insieme finito tale
chec(®,)/E ha per minimayj e posto r =maxE n J-«;q]) si ha che tra eqnon
vi sono punti di C(d,). DettiReQ puntidi X ns taliche o (R =r e
@ (Q) =q, poichéX & debolmente convesso, esiste un plinttel segmento s(RQ)
in X. Ne segue che esisten]o1] tale cheT -P, =t(R-P)+@1-t)(Q-P,) da cui
IT-R|OJR-RJ}|Q-R| € cid & assurdo.

i,) Supponiamo, per assurdo, che esistoe, 0 X con x # x, tali che
s(xx,) n X =[1. Siasla semiretta di origine, e passante peg. Dall'ipotesi si ha
che esisteyOsn X tale che|y-x|OJofx -x|[ dacui yos(xx) e cio & assurdo.

Osservazione 3.3
Da quest'ultima proposizione segue facilmente dm® quivalenti:
i,) X & debolmente convesso:
i,)  perognisemirettain O" il condominio dell’applicazioneb e privo di
viceminimo;
i,) per ogni semirettain 0" il condominio dell’applicazioneb & privo di

guasiminimo;



4.FUNZIONI STRETTAMENTE CONCAVE IN SENSO GENERALE

SiaQ ={F:P(X) -~ P(X) talicheF(0)=0} .

Definizione 4.1

SianoX debolmente convessé,: X - O, FOQ,

f éF- strettamente concava se e solo s&,,x, 1S, ,x # X, = s(xx,) n F(T,) #[1. (4.1)
Definizione 4.2

f e strettamente concava in senso generale se e solo se esiskel Q tale chef eF-

strettamente concava.

Osservazione 4.1

E’ evidente che, posto per ogRil X, F,(A) = A F,(A) = A, sihachdé F,-
strettamente concava impli€a F,-strettamente concava e dheé strettamente quasi
concava in senso esteso impli¢@ F, -strettamente concava edlebolmente

strettamente quasi concava in senso esteso impﬁCEQ -Strettamente concava.



ESEMPIO 4.1
Siab =02 /{ (0;1),(0;—1),(%;n),(%;—n) ‘n0 N} e siag una funzione biettiva da

D in |-;0[. Consideriamo la funzione:0? . O definita da

gky)se(xy)dD
ose(x y) O (02, 0-1

f(xy)= nse(x;y)D{(%;n)/nD N}

n+£se(x; y) D{(E;—n)/nD N}
2 n

Rispetto a tale funzionfepostoh=0, P = (01),P, = (0-1), siha
R.R,0S,S(PR,) n T, =0
( anzi, addiritturas(PP,) n coT, =), s(PP,) n coT, = [1.

E’ ora facile concludere che la funzioh@ strettamente concava in senso generale

ma non e debolmente strettamente quasi concawago £steso.

5. Il RISULTATO DI UNICITA’

Proviamo subito il risultato di unicita della saloize del problemalP ) di cui
abbiamo gia accennato nell'introduzione.

Proposizione 5.1

Se il problema P ) ammette soluzioni e s€ € debolmente convesso si ha:

f e strettamente concava in senso generale se sesiblproblema P ) ammette
unica soluzione.

Dimostrazione



Supponiamo che esiste 0Q tale chef eF- strettamente concava. Supponiamo,

inoltre, per assurdo, che e x, siano soluzioni distinte del problemaP §. Allora
esistey 0s(xx,) n F(T;,) da cui, poichéFOQ, f(y)> f(x) e cio e assurdo.
Inversamente supponiamo che il problenfa @mmetta unica soluzione. Siano

x,% 0S,,x #x, alloraT, 2. Posto, per ogni
AOP(X){0, F(A)=X e F(J)=0, risulta F(T,) =X e quindi, poiché& e debolmente
convesso, Si has(xx,) n F(T,) # 0.

Osservazione 5.1

La proposizione 5.1 rappresenta, rispetto all’'uajaio che il teorema di Weierstrass
rappresenta rispetto all'esistenza nel senso séguen

Cosi come l'esistenza della soluzione del problémaequivale all'esistenza di una
topologia rispetto alla quale la funzioheisulta s.c.i. e I'insiem& compatto,

I'unicita della soluzione del problemd#() (supposto che esistono le soluzioni e che
X sia debolmente convesso) equivale all’'esistenzm Bi1Q ef rispetto al quale la

funzione risulti strettamente concava.



