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Sunto: In questo lavoro presentiamo il modello input-output di Leon-
tief. La dimostrazione del teorema di esistenza, unicita e non negativi-
ta e altri risultati presentati in questo articolo non sono contenuti nella
trattazione standard. Tale modello potrebbe essere presentato a stu-
denti di una scuola superiore dopo la trattazione delle matrici e dei si-
stemi lineari mostrando, cosi, una situazione non matematica in cui
questi concetti giocano un ruolo centrale.

Abstract: The present paper concerns with the input-output model by
Leontief. The proof of the existence, singleness and non-negativity
theorem as well as the other results present in this article will not be
found in a standard treatment. The aforesaid model could be taught
high school students who have studied the matrixes and the linear sys-
tems by showing, thus, the central role these concepts have in a non-
mathematical situation.
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1. INTRODUZIONE

Consideriamo » beni, con n € 1IN, e conveniamo di misurarne le
quantita usando per tutti la stessa unita di misura: il valore, in migliaia
di euro, su un fissato mercato nel quale ciascuno dei beni ha un preci-
so valore. In altri termini, per esempio, se un bene ¢ rappresentato dal-
le patate, per noi la quantita pari a 1 di patate non vorra dire una pata-
ta o un kg di patate, ma quella quantita di patate che sul nostro merca-
to vale esattamente un migliaio di euro. Notiamo che con questa con-
venzione possiamo usare la stessa unita di misura per beni “comple-
tamente non confrontabili dal punto di vista delle unita di misura stan-
dard”; per esempio, patate e automobili!

Per produrre quantitd di ogni bene abbiamo a disposizione una
tecnologia che lo consente usando quantita di altri beni e del bene
stesso. Per rendere il modello piu semplice da trattare ipotizziamo: se
per produrre un’unita di un certo bene ho bisogno di un dato vettore v
le cui componenti sono le quantita dei diversi beni (incluso il bene
stesso) allora per produrne una quantita pari a k (numero reale non ne-
gativo) avro bisogno del vettore kv.

Denotiamo con a;; la quantita del bene i-esimo necessario alla tec-
nologia per produrre un’unita del bene j-esimo e sia A la matrice,
quadrata e di ordine n, detta matrice tecnologica, costituita dagli ele-
menti a;; cosi definiti.

Notiamo che:

1) a, =20 Vije{l.....n}

2) iaﬁ <1Vjedl,...n},
i=1

infatti la somma degli elementi della colonna j-esima rappresenta il
costo di produzione del bene j-esimo e quindi tale bene sara inserito
nel processo industriale di produzione solo se il costo per produrne
una fissata quantita ¢ inferiore al valore della quantita prodotta ( altri-
menti quel bene non sara prodotto ma, eventualmente, solo acquista-
to).

Denotiamo con ¢ =(c,,...,c,) il vettore di IR" che fornisce la quanti-

ta degli n beni destinati ai consumi (e quindi ¢, =0 ViE{l,...,n}), con




x= x_,...,x_ il vettore di JR" che fornisce la quantita degli n beni
1 n q g

complessivamente prodotti; quantita delle quali una parte ¢, in genera-
le, destinata alla produzione dei beni stessi, un’altra ai consumi.

—_— n —_—

Per ogni bene i vale: x;, = Eai].xl. +¢, da cui si ottiene il sistema
&

lineare (di » equazioni in n incognite), che diremo sistema lineare di

Leontief, (7 - A); = ¢, dove I denota la matrice unitaria di ordine n, x
¢ il vettore dei beni prodotti (ovviamente ;, =0 ViE{l,...,n}).

Il seguente esempio (vedere [4]), per ragioni di semplicita, consi-
dera un sistema economico con due soli comparti: i prodotti industriali
e quelli agricoli. Cio vuol dire che aggreghiamo i diversi prodotti in-
dustriali pensandoli come se fossero un unico bene e cosi pure per
quelli agricoli.

Esempioi.1

Supponiamo che per ogni arbitraria quantita da produrre di prodot-
ti industriali ne serva il 40% di prodotti industriali e il 40% di quelli
agricoli; invece per produrla di prodotti agricoli ne bastano il 2,5% di
prodotti industriali e il 30% di quelli agricoli. Siano 210 e 60 le quan-
tita richieste per i consumi ( rispettivamente industriali e agricoli). Si

A=(2/5 3/10)

; ¢=(210;60). 11 sistema di Leontief ¢

1/40 3/10
%xl —%xz =210
. ; da cui la soluzione (400;100).
-—X +—x, =60
40 10

Le questioni matematiche che si pongono sono:

Il sistema ha soluzioni?

Se si, quante ne ha?

Le soluzioni sono accettabili, cioe x, =0 ViE{l,...,n}?

A queste questioni e ad altre collegate rispondiamo con contenuti
non contemplati nella trattazione standard.




2. ESISTENZA, UNICITA E NON NEGATIVITA DELLA SOLUZIONE

In questo paragrafo dimostreremo I’esistenza, 1’unicita e la non
negativita della soluzione del sistema lineare di Leontief.

Proposizione 2.1
Ipotesi:
1) A ¢ una matrice quadrata di ordine n, n € 1IN, tale che
a;z0 ¢

n

2) Ya, <1VjEfl,...n},

i=1
3) c ¢un vettore di ordine 7 a coordinate non negative.
Tesi:
1) il sistema (/-A)x=c ammette un’unica soluzione

X = (X000 X,)
2) ;,20_1 ViE{l,...,n}( e quindi, in particolare, si ha che la

soluzione ha coordinate non negative).

Dimostrazione
Procediamo per induzione sull’ordine n della matrice A. Se n=1 il

sistema si riduce all’equazione (1-a,,)x, =¢, cona, E[O;l[ e quindi
si verifica la tesi. Supponiamo adesso che la tesi sia soddisfatta per
tutti 1 sistemi lineari di Leontief con matrice A di ordine n-1 e pro-
viamo allora che essa vale anche per quelli di ordine n. Proviamo che:
1) se y=(»,...,»,) ¢ una soluzione di un siffatto sistema al-

lora y, =0 ViE{l,...,n}

Procediamo per assurdo e quindi supponiamo che ci sia almeno
una coordinata negativa. Allora, tenuto conto di cio e della seguente
uguaglianza (ottenuta sommando membro a membro tutte le equazioni

n

del sistema): E (1- 2 a;)x; = E ¢; si deduce che almeno una coor-
7= i= 7=l
dinata della soluzione y =(y,,...,y,) deve essere positiva. Supponia-

mo, per fissare le idee, che essa sia y, .




Consideriamo il seguente sistema:
(1 - al,] )xl - al,2x2 +.- al,n-lx

n-1 -

=% A% et (1 — 0 )xn—l =Co T4, ),

Questo sistema ha soluzione (y,,...,»,); d’altra parte essendo

questo un sistema lineare di Leontief ( cid € vero per le ipotesi fatte e
perché y >0) la cui matrice tecnologica ha ordine n-1 per I’ipotesi

d’induzione, avra un’unica soluzione e tale soluzione avra coordinate
non negative e cio ¢ assurdo.
Dunque la soluzione y =(y,,...,y,) ha coordinate tutte non negative.

1) 1l sistema non potra avere due soluzioni distinte. Infatti se
x=(x,....,x,) € y=(»,...,y,) fossero due soluzioni distinte
e, per esempio, x, >y, allora y-x=(y, -x,,..,», —x,) sa-
rebbe una soluzione del sistema omogeneo associato ( che
¢ ancora un sistema lineare del modello di Leontief) e a-
vrebbe almeno una coordinata negativa, contro quanto di-
mostrato in 1).

2) Dimostriamo adesso che esiste una soluzione. Infatti se cio
non fosse vero allora il sistema omogeneo associato avreb-
be infinite soluzioni e cid non ¢ possibile per quanto dimo-
strato in 2)

3) Dimostriamo adesso che 'unica soluzione x =(x,,...,x,)

del sistema ¢ tale che x, = ¢, ViE{l,...,n}.
— ¢ +a,X, +.+a,x,

Infatti, per esempio, x, = e tenuto conto che

l-a,
a; =0, x_ij Vi,jE{l,..,n} e 1-a,, >0 siottiene che x_lzcl. Allo

stesso modo si ragiona con le altre coordinate.

Osservazione 2.1
Ci chiediamo rispetto alla prima coordinata della soluzione

x =(x,,...,x,), per esempio, quando accade che x, > ¢, e quando x, =¢,.




A tale proposito si ha:
x =¢, se e solo se al =0 V]E{l n} o, in modo equivalente,

X, > ¢, se e solo se esiste jE{l,..,n} tale che aljxj =0.

Proviamo=>
— o +a,x,+.+a,x — —
_ 1 12772 In""n
Da x, = | =a,x,+..+a,x, +c =c segue che,
-4,
se x, =c¢, allora a,x,=..=a,,x, =0 e, inoltre, deve valere almeno

unatra ¢, =0 e l-a,, =1 dacui a,x = 0. Cosi & provata I'implicazione.

Proviamo <=

Per provare I’inverso supponiamo che al =0 V]E{l n} Al-
lora a,x,=..=a,x, =0 e, inoltre, tra a,=0¢ x, =0 deve valerne
almeno una. Nel caso di a, =0 si ha:

— — anX, +.+a,x,+¢, — —
_ _ 1242 1n“n 1 _ . _
€, =0a,X, +...+a,X, +C = =x;se x =0, allo-

I-a,
ra, poiché ¢, =0 e x_lz ¢,, nesegue che )c_1 =c.
Rag10nand0 allo stesso I modo con le altre coordinate si ha:
x;=¢; seesolose a;x, =0 V]E{l n} o, in modo equivalente,

x, > ¢, se e solo se esiste jE{l,..,n} tale che aijxj =0.

3. OSSERVAZIONI CONCLUSIVE ED ESEMPI

Osservazione 3.1 o
Il fatto che la soluzione x=(x,...,x,) del sistema ¢ tale che

;l. = c_l ViE{l,...,n}, dal punto di vista economico, significa che

la quantita prodotta di un bene i non potra essere inferiore a quella
richiesta per il consumo.

Il contenuto economico dell’osservazione 2.1 si pud riassumere
come segue: Un bene i ¢ prodotto in misura maggiore a quella ri-
chiesta per il consumo se, e solo se, esso serve per produrre qual-
che bene che sara prodotto.




Osservazione 3.2
L’insieme dei beni che saranno prodotti e cio¢, denotata come al

solito con x = (x_l,...,x_n) la soluzione, I’insieme degli i E{l,...,n}
tali che x, = 0 si puo stabilire senza risolvere il sistema di Leontief
nel seguente modo. Sia B, la parte di {1,...,n} costituita dagli in-
dici 1 tali che ¢, = 0. Se B, = allora B, = ¢ I’insieme dei be-
ni che saranno prodotti. Se B, = allora consideriamo I’insieme
B, costituito dagli indici 1 non appartenenti a B, e per i quali esi-
ste jEB, taliche a;, =0.Se B, = allora B, ¢ I'insieme dei be-
ni che saranno prodotti. Se B, = allora consideriamo 1’insieme
B, costituito dagli indici 1 non appartenenti a B, U B, e per i quali
esiste jEB, con a; =0.Se B, =D allora B, U B, ¢ I'insieme dei
beni che saranno prodotti. Se B, = (J si itera e poiché I’insieme
{1 ,...,n} ¢ finito si puo affermare che esiste un numero naturale £ tale
che B, = ; I'insieme dei beni che saranno prodotti ¢ U B, .
L’insieme dei beni che non saranno prodotti e cioélil’insieme dei
beni i E{l,...,n} tali che x_, =0 puo essere determinato senza risolvere
il sistema di Leontief nel modo seguente. Sia C, la parte di {1,...,n}
costituita dagli indici i tali che ¢,=0. Se C = {1,...,n} allora
C= {1,...,n} ¢ Dl’insieme dei beni che non saranno prodotti. Se
C C {1,...,11} sia C, la parte di C, costituita dagli indici i tali che esi-
ste j&C, tale che a; =0.Se C, =0 allora C, ¢ I'insieme cercato.
Se C, = allorasia C; la parte di C, —C, costituita dagli indici i tali
che esiste j&C,-C, tale che a,=0.Se C;=( si itera e poiché
I’insieme {1,...,n} ¢ finito si puo affermare che esiste un numero natu-
rale k tale che C, =J; I'insieme C,-C, —-....—C,_, ¢ I'insieme dei
beni che non saranno prodotti.




In altre parole si puo affermare che i beni che saranno prodotti si
determinano come segue tra di loro, evidentemente, vi sono quelli ri-
chiesti per i consumi; a questi vanno aggiunti quelli che servono per
produrre i precedenti e cosi si itera fino a quando non si aggiungono
piu altri beni. Analogamente, per i beni che non saranno prodotti si
puo procedere cosi: evidentemente essi vanno cercati tra quelli non ri-
chiesti per i consumi; fra questi eliminiamo quelli che servono per
produrre 1 richiesti per i consumi; proseguendo, vanno eliminati quelli
che servono per produrre gli eliminati nel passo precedente e cosi si
itera fino a quando non si eliminano piu altri beni.

Concludiamo 1’osservazione dimostrando che valgono le procedu-
re esposte.

Per quanto concerne quella dell’insieme dei beni che saranno pro-
dotti, “eventualmente cambiando i nomi alle variabili”, possiamo sup-
porre che in B, vi siano i beni da 1 fino ad un certo 4, (se B, = si

conclude banalmente che non sara prodotto nessun bene); in B, quelli
da A +1 fino ad A,,....,in B, | quellida h,_, +1 fino ad A,_, e poi,
fuori dell’unione B, U B, U...U B, ,, quelli ( eventuali) fino a .

Consideriamo un bene i€ B,; si ha x, = ¢, > 0. Sia ora i€ B, allo-
ra esiste jEB, tale che a, >0 e, quindi, poich¢ da jEB, segue
x, >0, si ha a,x; >0 e, cio, dall’osservazione 2.1 garantisce che
x,>c,=0. In modo analogo si completa la prova del fatto che se
i€EBUB,U...UB,_, allora x_,.> 0. Consideriamo ora i beni i fuori
dell’insieme B, UB,U..UB,_; per essi siha ¢;=0 ¢ a;, =0 per
ogni jEB UB,U...UB,_,. Se ne deduce che le (eventuali) equazioni
corrispondenti ( cio¢ le equazioni di posto successivo ad 4, ) del si-
stema di Leontief costituiscono, a loro volta, un sistema di Leontief. A
questo punto la tesi segue dal fatto che quest’ultimo sistema di Leon-
tief ¢ omogeneo e quindi ha solo la soluzione con tutte le coordinate
nulle. La prova, invece, della validita del procedimento esposto per
individuare i beni che non saranno prodotti si ottiene, tenendo conto di
quanto appena dimostrato per i beni che saranno prodotti, notando le
seguenti uguaglianze insiemistiche:




C= {1,...,n}—B1 e C, = B, per ogni i€{2,...,n}.1nfatti, dopo cio, si ha:
{1,...,n}— (B,U..UB, )=C,-C, —...-C,_, (basta usare le defini-

zioni di operazione tra insiemi che figurano nell’uguaglianza).

Esempio 3.1

0.1 03 03 0.1 1
, 0 0.1 0.1 0.2 , , 4
Sia 4= la matrice tecnologica e ¢ =
0.1 0.1 0.1 03
0 0.1 0.1 0.1 10

il vettore delle quantita dei beni destinate al consumo.

Si ha: B = {l, 2, 4}, B, = {3} dunque B, =< e quindi
B UB, = {l, 2,3,4} sara I’insieme dei beni che saranno prodotti, cio¢
tutti. Verifichiamo che 1’insieme dei beni che non saranno prodotti ¢
vuoto. Infatti C, = {3}, C,=C,, dunque C,=C,-C,=C e quindi
I’insieme dei beni che non saranno prodotti ¢ C, -C, = .

Piu velocemente 1’unico bene che potrebbe non essere prodotto,
tenuto conto che ;,20_1 ViE{l,...,n}, ¢ il terzo poiché ¢, =0, ma

esso sara prodotto perché serve a produrre beni richiesti per i consumi.

Esempio 3.2

0.1 02 03 04 3
0 01 01 0.1 10
o o o1 o "|o
0 01 02 0.1 25

Siha: B, = {l, 2, 4}, B, =, dunque I’insieme dei beni che saran-
no prodotti ¢ B, = {l, 2, 4}. Verifichiamo che I’insieme di quelli che
non saranno prodottie C, = {3}, infatti C, = {3} e C,=0.

Anche in questo esempio [’unico bene che potrebbe non essere
prodotto ¢ il terzo e in effetti non sara prodotto sia perché non richie-
sto dal mercato sia perché non serve a produrre gli altri ( gli elementi
della terza riga, escluso a,, sono tutti nulli).




Esempio 3.3

Sia 4=

Si  ha:

0.1
0
0.1
0.2
0.2

0 0.1
02 0.2
0.1 0.1
02 0.2
0.1 0.1
B ={2,4,5},

0 0

0 0.1
0.1 0.6
02 0
0.1 0.1

B, = {3}’
B UB,UB, = {1, 2,3,4,5}, ne segue che tutti i beni saranno prodotti.
Riguardo quelli che non saranno prodotti si ha: C, = {1,3}, C, = {3},

0
20
0
15
15

B, ={1}

e, poiché

C = {l}, C, =, dunque I’insieme di quelli che non saranno prodotti
¢ C-C,-C,=0.

Ragionando come negli esempi precedenti si ha che anche se il
primo e il terzo bene non sono richiesti dal mercato, saranno prodotti

perché il terzo serve a produrre gli altri che sono prodotti e il primo a
produrre il terzo.
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